
ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΟ Ι∆ΡΥΜΑ  
(Τ.Ε.Ι.) ΛΑΜΙΑΣ 

 
 
 
 

ΣΧΟΛΗ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΩΝ ΕΦΑΡΜΟΓΩΝ 
 

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΚΗΣ 
 
 
 
 
 
 

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΕΣ ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 
 
 

 
 

ΜΑΘΗΜΑ: «ΘΕΩΡΙΑ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΑΣ-ΚΩ∆ΙΚΕΣ» 
 
 
 
 

∆ρ. ΒΑΡΖΑΚΑΣ ΠΑΝΑΓΙΩΤΗΣ 
 

ΕΠΙΚΟΥΡΟΣ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΛΑΜΙΑ 
 
 

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2006 
 



Συµπληρωµατικές Σηµειώσεις µαθήµατος: Θεωρία Πληροφορίας-Κώδικες 
 
 

1
 
 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 
 
1. Στοιχεία Θεωρίας Πληροφορίας 
 
1.1 Ποσότητα πληροφορίας ενός γεγονότος 
 
1.2 Μέση πληροφορία κατά σύµβολο ενός αλφαβήτου (Εντροπία πηγής) 
 
2. Χωρητικότητα καναλιού 
 
2.1.Χωρητικότητα καναλιού συνεχών µηνυµάτων λευκού προσθετικού θορύβου 
κατανοµής Gauss 
 
3. Εντροπία πηγής µε µνήµη 
 
4. Κωδικοποίηση πηγής 
 
4.1 Κωδικοποίηση πηγής Huffman 
 
4.2 Κωδικοποίηση πηγής Shannon-Fano 
 
4.3 Τετραδική Κωδικοποίηση πηγής Huffman 
 
4.4 Μέσο µήκος κωδικής λέξης 
 
5. Απλοί Κώδικες Επανάληψης 
 
6. Γραµµικοί κώδικες Μπλοκ 
 
6.1 Κώδικες Hamming 
 
7. Κυκλικοί κώδικες 
 
8. BCH Κώδικες 
 
9. Κώδικες Reed-Solomon 
 
10. Ταξινόµηση κωδίκων 
 
11. Συγκεραστικοί κώδικες 
 
12. Κώδικες διόρθωσης καταιγισµού σφαλµάτων 
 
13. Εφαρµογές των κωδίκων  
 
14. Βιβλιογραφία 
 
 
 
 



Συµπληρωµατικές Σηµειώσεις µαθήµατος: Θεωρία Πληροφορίας-Κώδικες 
 
 

2
 
 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Οι συµπληρωµατικές σηµειώσεις που ακολουθούν έχουν γραφτεί για να 
συµπληρώσουν τις ανάγκες του Μαθήµατος “Θεωρία Πληροφορίας-Κώδικες” του Ε΄ 
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1.Στοιχεία Θεωρίας Πληροφορίας 
 
1.1 Ποσότητα πληροφορίας ενός γεγονότος 
 

Είναι γνωστό ότι η πιθανότητα εµφάνισης ενός γεγονότος είναι άµεσα 
συνδεδεµένη µε την ποσότητα πληροφορίας που µεταφέρει το γεγονός αυτό, [2]. Αν 
θεωρήσουµε ότι P είναι η πιθανότητα εµφάνισης του γεγονότος τότε η ποσότητα 
πληροφορίας που µεταφέρει το γεγονός αυτό I είναι αντιστρόφως ανάλογη µε την 
πιθανότητα εµφάνισης του γεγονότος P δηλαδή ισχύει: 

 

                                                       
P

I 1
∝                                                             (1.1) 

 
Συνεπώς, από την προηγούµενη σχέση, συµπεραίνουµε ότι όσο µικρότερη είναι η 

πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός τόσο µεγαλύτερη είναι η ποσότητα πληροφορίας που 
µεταφέρει το γεγονός αυτό. Η σχέση (1.1) έχει την πιο συγκεκριµένη παρακάτω µορφή, 
[2,3,12]: 

 

                                        





=−=

P
PI bb

1loglog                                               (1.2) 

 
Στη σχέση (1.2), η βάση του λογαρίθµου b µπορεί να λάβει τις παρακάτω τρεις 

τιµές οδηγώντας σε αντίστοιχες τιµές για τη µονάδα µέτρησης της ποσότητας 
πληροφορίας: 
 

b=2: µονάδα µέτρησης ποσότητας πληροφορίας το bit (binary unit) 
b=10: µονάδα µέτρησης ποσότητας πληροφορίας το Hartley 

b=e: µονάδα µέτρησης ποσότητας πληροφορίας το nats. 
 
 

1.2 Μέση πληροφορία κατά σύµβολο ενός αλφαβήτου (Εντροπία πηγής) 
 

Αν θεωρήσουµε ένα αλφάβητο µε q ισοπίθανα σύµβολα, τότε εφαρµόζοντας τη 
σχέση (1.2) υπολογίζουµε τη ποσότητα πληροφορίας (σε µονάδες bit) που παρουσιάζει µία 
φράση η οποία αποτελείται από n οποιαδήποτε σύµβολα της προηγούµενης πηγής: 

 

                                ( )qn

q

nPnIn 222 log1
1loglog =



















=−=                               (1.3) 

 
δεδοµένου ότι κάθε ένα από τα q σύµβολα της πηγής έχει πιθανότητα εµφάνισης ίση µε 

q
1 . Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε τα 25 γράµµατα της ελληνικής αλφαβήτου (µαζί µε 

το χαρακτήρα του κενού) τότε αν όλα τα γράµµατα ήταν ισοπίθανα τότε µία έκφραση από 
n γράµµατα θα µετέφερε πληροφορία ίση µε: 
 
 

                                                25log2nI =                                                          (1.4) 
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και αντίστοιχα κάθε γράµµα θα είχα πληροφορία ίση µε: 
 

                                           bitI 64.425log2 ==                                                  (1.5) 
 
Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι στην πράξη τα σύµβολα µιας γλώσσας δεν είναι γενικά 

ισοπίθανα.  
Αν iP είναι η πιθανότητα εµφάνισης του i-οστού συµβόλου του αλφαβήτου µιας 

γλώσσας (πηγής πληροφορίας) µε q διακριτά σύµβολα (δηλαδή της ίδιας της πηγής των 
συµβόλων) αποδεικνύεται ότι η µέση κατά σύµβολο πληροφορία (σε bits ανά σύµβολο του 
αλφαβήτου) του συγκεκριµένου αλφαβήτου (συµβολίζεται συνήθως µε H) είναι ίση µε,  
[1,2]: 

 

                                        ( )i

q

i
i PPIH 2

1

log⋅−== ∑
=

−

                                         (1.6) 

 
Η προηγούµενη σχέση ισχύει µε την προϋπόθεση ότι η πηγή πληροφορίας, δηλαδή 

το αλφάβητο, είναι µία στατική πηγή δηλαδή οι πιθανότητες εµφάνισης όλων των 
συµβόλων είναι ανεξάρτητες του χρόνου. Επίσης, η σχέση (1.6) ισχύει όταν η πιθανότητα 
εµφάνισης ενός συµβόλου δεν εξαρτάται από την εµφάνιση κανενός άλλου συµβόλου της 
πηγής δηλαδή η πηγή πληροφορίας δεν παρουσιάζει µνήµη (πηγή χωρίς µνήµη).  

Η σχέση (1.6) µας δίνει την εντροπία Η µιας πηγής πληροφορίας χωρίς µνήµη η 
οποία µας εκφράζει τη µέση ποσότητα πληροφορίας που µεταφέρει ένα σύµβολο της 
συγκεκριµένης πηγής. Στην περίπτωση που µία πηγή πληροφορίας χωρίς µνήµη, είναι 
δυνατό να έχει όλα τα σύµβολά της ισοπίθανα τότε η πηγή παρουσιάζει µέγιστη τιµή της 
εντροπίας Ηmax η οποία δίνεται από τη σχέση: 

                                                   ( )qIH 2maxmax log==
−

                                             (1.7) 

εφαρµόζοντας τη σχέση (1.6), για qi
q

Pi 1,2,...   για,1
==  (ισοπίθανα σύµβολα πηγής). Η 

ελάχιστη τιµή της εντροπίας µιας πηγής πληροφορίας Ηmin είναι προφανές ότι 
παρουσιάζεται όταν για κάποιο από τα i=1,2,…q σύµβολα της πηγής η πιθανότητα 
εµφάνισης είναι ίση µε 1 (δηλαδή η βεβαιότητα) διότι τότε ο αντίστοιχος όρος στη σχέση 
(1.6) µηδενίζεται και η εντροπία έτσι αποκτά ελάχιστη τιµή δηλαδή: 
 
                             ,...q,iPH n 21  τα από κάποιο  για,1 όταν min ==                                   (1.8) 

 
Ο πλεονασµός µιας πηγής πληροφορίας π µας εκφράζει το ποσό της “άχρηστης 

πληροφορίας” που µεταφέρει η έξοδος µιας πηγής πληροφορίας και ουσιαστικά µας δίνει 
τη διαφορά της τρέχουσας κατάστασης από την ιδανική περίπτωση στην οποία τα 
σύµβολα της πηγής χρησιµοποιούνται ισοπίθανα (περίπτωση της µέγιστης εντροπίας). Ο 
πλεονασµός π ορίζεται ως: 

 

                                               
maxmax

max 1
H

H
H

H
−=

−Η
=π                                               (1.9) 

 
και δίνεται συνήθως σε ποσοστό %. Ο πλεονασµός µιας πηγής πληροφορίας οφείλεται 
στους παρακάτω δύο λόγους: 
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i) στο γεγονός ότι τα σύµβολα της πηγής είναι µη ισοπίθανα και 
ii) στην πιθανότητα η πηγή πληροφορίας να παρουσιάζει µνήµη. 

∆ηλαδή η ελάττωση της εντροπίας µιας πηγής σε σχέση µε τη µέγιστη τιµή οφείλεται στο 
ότι τα σύµβολά της είµαι µη ισοπίθανα και στο ότι κατά την εκποµπή των συµβόλων 
παρουσιάζεται προτίµηση στην εκποµπή ορισµένων συνδυασµών συµβόλων της πηγής. 

Αν µία πηγή πληροφορίας εκπέµπει σύµβολα µε ρυθµό συµβόλων r (σε 
σύµβολα/sec) και η πηγή παρουσιάζει εντροπία H (σε bits/σύµβολο) τότε ο ρυθµός 
παροχής πληροφορίας από την πηγή R (σε bits/sec) βρίσκεται άµεσα από τη σχέση: 

   
                                                                   HrR ⋅=                                                     (1.10) 

 
Παράλληλα αν το i-οστό σύµβολο της πηγής έχει διάρκεια ti τότε η µέση διάρκεια 

−

τ (σε sec/σύµβολο) των συµβόλων της πηγής πληροφορίας είναι, µε τη βοήθεια της 
θεωρίας των πιθανοτήτων, ίση µε: 
 

                                                        i

q

i
i tP ⋅= ∑

=

−

1

τ                                                        (1.11) 

 
Συνεπώς, ο ρυθµός συµβόλων r της πηγής είναι ίσος µε: 
 

                                                               −
=

τ

1r                                                             (1.12a) 

 
Τέλος, θα πρέπει να ειπωθεί ότι ισχύει η παρακάτω µαθηµατική σχέση για την 

εύρεση των λογαρίθµων: 

                                                 xxx 10
10

10
2 log32.3

2log
loglog ⋅==                                    (1.12b) 

 
 
Ασκήσεις 
 
1. Πηγή πληροφορίας παράγει 5 σύµβολα µε πιθανότητες εµφάνισης 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 και 
1/16. Να υπολογίσετε την εντροπία της συγκεκριµένης πηγής πληροφορίας. 
 
2. Να βρεθεί η µέση ποσότητα πληροφορίας στην Αγγλική γλώσσα αν θεωρήσουµε ότι 
καθένας από τους 26 χαρακτήρες της εµφανίζεται µε την ίδια πιθανότητα. 
 
3.α) Θεωρώντας την αγγλική γλώσσα ως πηγή χωρίς µνήµη βρείτε την εντροπία της και 
τον πλεονασµό της 
β) Συµβιβάζεται το αποτέλεσµα µε την εντύπωση που υπάρχει ότι ακόµα και η αγγλική 
γλώσσα έχει πλεονασµό περίπου 50%-που οφείλεται η διαφορά; 
Σας δίνονται οι πιθανότητες εµφάνισης των γραµµάτων της αγγλικής γλώσσας. 
 
4. Μία διακριτή πηγή χωρίς µνήµη έχει 4 σύµβολα x1, x2, x3, x4 µε πιθανότητες εµφάνισης 
αντίστοιχα: ( ) ( ) ( ) ( ) 4.0   ,4.0  ,4.0 ,4.0 4321 ==== xPxPxPxP . Nα βρείτε την εντροπία 
της πηγής αυτής και την ποσότητα πληροφορίας που περιέχεται στα επόµενα µηνύµατα: 

( ) ( ) και          23343121 xxxxxxxx  
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5. Εικόνα αποτελείται από (500x600) στοιχεία (εικονοστοιχεία) κάθε ένα από τα οποία 
λαµβάνει 8 διακριτούς τόνους φωτεινότητας. Έστω ότι έχω µείωση της εντροπίας της 
πηγής αυτής πληροφορίας λόγω της µη ισοπίθανης εµφάνισης των τόνων και των 
πλεονασµών κατά 80%. Αν για µια ικανοποιητική παρακολούθηση µιας εικόνας πρέπει να 
έχω ρυθµό 30 εικόνες/sec, να βρεθεί ο ρυθµός της οπτικής πληροφορίας που λαµβάνεται 
από τον εγκέφαλο ενός τηλεοπτικού θεατή. 
 
6. Ασπρόµαυρη εικόνα τηλεόρασης υψηλής ευκρίνειας αποτελείται από (2x106) 
εικονοστοιχεία και 16 διαφορετικές στάθµες φωτεινότητας. Οι εικόνες λαµβάνονται µε 
ρυθµό 32 ανά δευτερόλεπτο. Όλα τα εικονοστοιχεία θεωρούνται ανεξάρτητα και όλες οι 
στάθµες έχουν ίσες πιθανότητες εµφάνισης. Να βρεθεί ο µέσος ρυθµός πληροφοριών που 
µεταδίδονται από αυτή την πηγή εικόνων τηλεόρασης.  
 
7. Έστω πηγή πληροφορίας µε 3 σύµβολα Α, Β, Γ µε αντίστοιχες πιθανότητες εµφάνισης: 

( ) ( ) ( ) 1.0  ,4.0B ,5.0A =Γ== PPP . Ποια είναι η ποσότητα πληροφορίας όταν λαµβάνουµε 
το µήνυµα (ΑΑΒ); Ποια είναι η µέση πληροφορία που εκπέµπεται από τη προηγούµενη 
πηγή πληροφορίας; 
 
 
2. Χωρητικότητα καναλιού 
 

Ας θεωρήσουµε ένα διακριτό κανάλι στο οποίο εκπέµπονται Μ διακριτά σύµβολα 
από µία πηγή πληροφορίας. Τότε µπορούµε να ορίσουµε την εντροπία της εισόδου Χ στο 
κανάλι επικοινωνίας ( )XH  (µέση κατά σύµβολο ποσότητα πληροφορίας στην είσοδο του 
καναλιού) ως εξής, [1]: 

 

                                  ( ) ( )t
i

M

i

t
i PPXH 2

1

log⋅−= ∑
=

                                              (2.1) 

 
όπου t

iP  είναι η πιθανότητα να εκπεµφθεί το i-οστό σύµβολο στο κανάλι. Η 
εντροπία ( )XH  µας δίνει τη µέση κατά σύµβολο πληροφορία στην είσοδο του καναλιού. 
Αν δεν υπάρχει κωδικοποιητής πηγής τότε η ( )XH  είναι ίση µε την εντροπία της πηγής 
πληροφορίας.  

Αν sr  είναι ο ρυθµός εκποµπής συµβόλων στο κανάλι (σε σύµβολα/sec) τότε ο 
µέσος ρυθµός πληροφορίας  στην είσοδο του καναλιού inD (σε bits/sec) είναι ίσος µε: 

 
                                                 ( ) sin rXHD ⋅=                                                    (2.2) 

 
Σε αντιστοιχία µε την είσοδο του καναλιού, µπορούµε να ορίσουµε την εντροπία 

της εξόδου Υ του καναλιού ( )YH (µέση κατά σύµβολο ποσότητα πληροφορίας στην έξοδο 
του καναλιού) όπως ακολουθεί, [1]: 

 

                                   ( ) ( )r
i

M

i

r
i PPYH 2

1

log⋅−= ∑
=

                                              (2.3) 
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όπου r
iP  είναι η πιθανότητα να ληφθεί στην έξοδο του καναλιού το i-οστό σύµβολο. Η 

εντροπία εξόδου του καναλιού µας δίνει το πλήθος των bits που απαιτούνται ανά σύµβολο 
για την κωδικοποίηση της εξόδου του καναλιού.  

Η αβεβαιότητα για την τιµή της εισόδου Χ του καναλιού όταν γνωρίζουµε την τιµή 
της εξόδου Y του καναλιού περιγράφεται από την εντροπία υπό 
συνθήκη ( )YXH / (περιγράφει την αµφιβολία αντιστοιχίας των συµβόλων από την έξοδο 
του καναλιού προς την είσοδο του καναλιού),[2,12]:         

 

            ( ) ( ) ( )jYiXPjYiXPYXH
M

i

M

j

==⋅==−= ∑∑
= =

/log  ,/ 2
1 1

              (2.4) 

 
Εκτός από την εντροπία υπό συνθήκη µπορεί να δοθεί και η συνδυασµένη εντροπία 

( )YXH , , [2,12]: 
 

                               ( ) ( ) ( )jYiXPjYiXPYXH
M

i

M

j

==⋅==−= ∑∑
= =

,log  ,, 2
1 1

         (2.5) 

 
η οποία όπως παρατηρούµε από τη σχέση (2.5) σχετίζεται µε την πιθανότητα εµφάνισης 
των ζευγών ( )YX ,  εισόδου-εξόδου του καναλιού. 

Ο µέσος ρυθµός εκποµπής Dt διαµέσου του καναλιού δίνεται από την επόµενη 
σχέση: 

 
                                                 ( ) ( )[ ] st rYXHXHD ⋅−= /                                              (2.6) 

 
Η χωρητικότητα του καναλιού C ορίζεται ως η µέγιστη δυνατή τιµή του Dt για όλα 

τα σύνολα πιθανοτήτων εµφάνισης της εισόδου του καναλιού Χ δηλαδή: 
 

                                                            { }txp DC )(max=                                                    (2.7) 
 
 

2.1.Χωρητικότητα καναλιού συνεχών µηνυµάτων λευκού προσθετικού θορύβου 
κατανοµής Gauss 
 

Συνεχές κανάλι επικοινωνίας είναι εκείνο στο οποίο το µήνυµα το οποίο 
εκπέµπεται σε αυτό είναι συνεχές δηλαδή µπορεί να αναπαρασταθεί µε µία συνεχή 
κυµατοµορφή σα συνάρτηση του χρόνου. Σε µία τέτοια περίπτωση, οι χαρακτηριστικές 
παράµετροι του καναλιού είναι: α) το εύρος ζώνης συχνοτήτων του καναλιού επικοινωνίας 

Β και β) ο λόγος σήµα προς θόρυβο (Signal-to Noise Ratio, SNR ή 
N
S ) στην έξοδο του 

καναλιού. Αν το κανάλι παρουσιάζει λευκό, προσθετικό θόρυβο κατανοµής Gauss 
(Additive White Gaussian Noise, AWGN) τότε αποδεικνύεται ότι η χωρητικότητα C του 
συγκεκριµένου καναλιού δίνεται από τη σχέση, [1,5-7]: 

 

                                   





 +⋅=

N
SBC 1log2                (σε bits/sec)                       (2.8) 
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Η προηγούµενη σχέση είναι ο περίφηµος Νόµος των Shannon-Hartley για τη 
χωρητικότητα ενός καναλιού περιορισµένου εύρους ζώνης συχνοτήτων το οποίο 
παρουσιάζει AWGN θόρυβο. Η σχέση (2.8), µας δίνει ποσοτικά το µέγιστο δυνατό ρυθµό 
εκποµπής πληροφορίας (πάνω όριο) στο κανάλι πετυχαίνοντας µία πιθανότητα σφάλµατος 
η οποία είναι δυνατό να τείνει σε µηδενική τιµή. Η χωρητικότητα του καναλιού δηλαδή ο 
ρυθµός αυτός εκποµπής πληροφορίας στο κανάλι, µπορεί να επιτευχθεί αν χρησιµοποιηθεί 
πολύπλοκη κωδικοποίηση κατά την εκποµπή αλλά χωρίς να τεθούν χρονικοί περιορισµοί 
στη εκποµπή των σηµάτων στο κανάλι. Στην πράξη, ο ρυθµός R της εκπεµπόµενης 
πληροφορίας στο κανάλι θα πρέπει να ικανοποιεί την επόµενη ανισότητα: 

 

                                             





 +⋅=≤

N
SBCR 1log2                                          (2.9) 

 
και γίνεται προσπάθεια να προσεγγίσουµε την ισότητα βελτιώνοντας την κωδικοποίηση, 
[13]. Στην πραγµατικότητα αυτό που γίνεται είναι ότι το κανάλι δεν είναι ιδανικό και η 
χρησιµοποιούµενη κωδικοποίηση δεν είναι άριστη µε αποτέλεσµα να εµφανίζεται πάντα 
µία µικρή πιθανότητα σφάλµατος κατά την λήψη και την αποκωδικοποίηση.  

Από τη σχέση (2.8) µπορεί να έχουµε τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 
i) αύξηση της χωρητικότητας C µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε αύξηση του εύρους 

ζώνης συχνοτήτων του καναλιού Β 
ii) αύξηση της χωρητικότητας C µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε αύξηση του λόγου 

SNR. 
Στη σχέση (2.8), ο λόγος SNR πρέπει να δοθεί σε καθαρό αριθµό, το εύρος ζώνης 

συχνοτήτων σε Hz και τότε η χωρητικότητα C υπολογίζεται τότε σε (bits/sec). Συνήθως σε 
πρακτικά συστήµατα, ο λόγος SNR δίνεται σε dB γι’ αυτό θα πρέπει να κάνουµε την 
επόµενη µετατροπή, [10]: 

 

                                   ( ) ( )αριθµός καθαρόςlog10 10 





⋅=

N
SdB

N
S                      (2.10) 

 

ή αντίστοιχα:                                ( ) 10
)(

10αριθµός καθαρός
dBSNR

N
S

=                               (2.11) 

 
Αποδεικνύεται ότι µπορούµε να εκπέµψουµε διατηρώντας το SNR σε τιµή 

µικρότερη της µονάδας αρκεί ταυτόχρονα να έχουµε φροντίσει το εύρος ζώνης 
συχνοτήτων Β του καναλιού επικοινωνίας (και συνεπώς και του εκπεµπόµενου σήµατος) 
να είναι αρκετά µεγάλο. Η περίπτωση αυτή εκποµπής αντιστοιχεί στα συστήµατα 
διευρυµένου φάσµατος ή διάχυτου φάσµατος (Spread Spectrum Systems) τα οποία 
βρίσκουν εφαρµογές στις στρατιωτικές επικοινωνίες, στις δορυφορικές επικοινωνίες όπως 
και στα συστήµατα κινητών επικοινωνιών τρίτης γενιάς. Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να 
πούµε ότι η στο άπειρο αύξηση του εύρους ζώνης συχνοτήτων Β του καναλιού 
επικοινωνίας, δεν οδηγεί σε αντίστοιχη αύξηση προς το άπειρο της χωρητικότητας C του 
καναλιού επικοινωνίας αλλά αυτή οδηγείται σε συγκεκριµένο πάνω όριο. Αποδεικνύεται 
ότι, [3,10,12]: 

 

                                                            
0

44.1lim
N
SC

B
⋅=

∞→
                                             (2.12) 
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όπου Ν0 (σε Watt/Hz) είναι η φασµατική πυκνότητα του AWGN θορύβου του καναλιού η 
οποία µας δίνει την ισχύ του θορύβου του καναλιού ανά Hz του εύρους ζώνης του 
καναλιού επικοινωνίας. Η φασµατική πυκνότητα έχει τόσο µεγαλύτερη τιµή όσο ο 
θόρυβος του καναλιού επικοινωνίας είναι ισχυρότερος. 

Θα πρέπει να ειπωθεί ότι AWGN θόρυβος είναι ο θόρυβος ο οποίος παρουσιάζει 
τα επόµενα χαρακτηριστικά: 
i) η ισχύς του θρύβου κατανέµεται µε τον ίδιο τρόπο σε όλες τις συχνότητες του 

ηλεκτροµαγνητικού φάσµατος σε αντιστοιχία µε την περίπτωση του λευκού φωτός 
το οποίο περιέχει όλα τα χρώµατα (µήκη κύµατος) µε την ίδια συνεισφορά ισχύος 
στο τελικό αποτέλεσµα 

ii) το στιγµιαίο πλάτος του θορύβου προστίθεται στο στιγµιαίο πλάτος του 
εκπεµπόµενου σήµατος (προσθετικός θόρυβος) 

iii) το στιγµιαίο πλάτος του θορύβου ακολουθεί την κανονική κατανοµή (κατανοµή 
Gauss) 
Πρακτικά, τα περισσότερα κανάλια επικοινωνίας που συναντούµε σε συστήµατα 

µετάδοσης παρουσιάζουν AWGN θόρυβο (φυσικός θόρυβος καναλιού επικοινωνίας). 
 
 

Ασκήσεις 
 

1. Ένας τεχνικός επικοινωνίας ισχυρίζεται ότι σχεδίασε σύστηµα διασύνδεσης της εξόδου 
ενός µικροεπεξεργαστή µε έναν εκτυπωτή που έχει ταχύτητα 50γραµµές/λεπτό και 120 
χαρακτήρες ανά γραµµή επιτυγχάνοντας τη σύνδεση αυτή µε ένα κοινό τηλεφωνικό 
καλώδιο  εύρους ζώνης 3.4KHz και µε τέτοια ισχύ παροχής που το σήµα να φτάνει στον 
εκτυπωτή µε ποιότητα (S/N)=10dB. Ο κώδικας που χρησιµοποιείται είναι ASCII               
(8 bits/χαρακτήρα). Tον πιστεύετε στα παραπάνω λεγόµενά του; 

 
 
2. Η έξοδος µιας πηγής πληροφορίας που θεωρείται χωρίς µνήµη αποτελείται από 128 
σύµβολα. Τα 16 από αυτά εµφανίζονται µε πιθανότητα 1/32 και το καθένα από αυτά έχει 
διάρκεια 1msec. Τα υπόλοιπα σύµβολα είναι ισοπίθανα και το κάθε ένα έχει διάρκεια 
2msec. Τα σύµβολα είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους και η πηγή εκπέµπει χωρίς κενό µεταξύ 
των συµβόλων. 
α) Να υπολογίσετε την εντροπία Η της πηγής και το ρυθµό παραγωγής πληροφορίας R. 
β) Πόση θα πρέπει να είναι η ελάχιστη θεωρητικά τιµή του (S/N) στην έξοδο του 
αναλογικού καναλιού που έχει εύρος 3MHz έτσι ώστε να είναι θεωρητικά δυνατή η 
διαβίβαση της παραγόµενης από την πηγή πληροφορίας; 
γ) Πόση θα πρέπει να είναι πρακτικά η τιµή αυτή αν δεχθούµε ότι το πραγµατικό σύστηµα 
που διαθέτουµε επιτρέπει διακίνηση πληροφορίας µε ρυθµό πέντε φορές µικρότερο από 
την χωρητικότητα C;       
δ) Πόση θα ήταν τέλος η τιµή του λόγου (S/N) αν χρησιµοποιηθεί συµπίεση που απο- 
µακρύνει το 40% του πλεονασµού λόγω µνήµης; 
 
3. Έστω έξοδος µιας πηγής πληροφορίας χωρίς µνήµη που αποτελείται από 128 σύµβολα. 
Τα 16 από τα σύµβολα αυτά εµφανίζονται µε πιθανότητα 1/32 και κάθε ένα έχει διάρκεια 
2msec. Τα υπόλοιπα σύµβολα έχουν την ίδια πιθανότητα και το καθένα έχει διάρκεια 
4msec. Τα σύµβολα είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους και η πηγή εκπέµπει τα σύµβολα χωρίς 
κενό µεταξύ των συµβόλων. Βρείτε ποια είναι η ελάχιστη τιµή του λόγου (S/N) στην 
έξοδο ενός αναλογικού καναλιού µε εύρος ζώνης συχνοτήτων 4KHz, ώστε να είναι δυνατή 
πρακτικά η µετάδοση της πληροφορίας που παράγει η πηγή αυτή από το παραπάνω 
κανάλι. 
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Ασκήσεις µε απαντήσεις 
 
1. Έστω κανάλι προσθετικού λευκού θορύβου Gauss (AWGN κανάλι) µε εύρος ζώνης 

4KHz και φασµατική πυκνότητα θορύβου 10-12W/Hz. Η ισχύς του σήµατος που 
χρειάζεται στο δέκτη είναι ίση µε 0.1mW. Να υπολογιστεί η χωρητικότητα του 
συγκεκριµένου καναλιού (Απάντηση: 54.44⋅103bit/sec) 

2. Λαµβάνονται δείγµατα αναλογικού σήµατος µε εύρος ζώνης 4KHz µε ρυθµό 1.25 
φορές τον ρυθµό Nyquist και κάθε δείγµα κβαντοποιείται σε µία από τις 256 ισοπίθανες 
τιµές. Υποθέτουµε ότι τα διαδοχικά δείγµατα είναι ισοπίθανα.  
α)Ποιος είναι ο ρυθµός πληροφορίας της πηγής αυτής; (Απάντηση: 80Kbit/sec) 
 
β) Μπορεί η έξοδος της πηγής αυτής να µεταδοθεί χωρίς σφάλµα µέσα από κανάλι 
AWGN µε εύρος ζώνης συχνοτήτων 10KHz και λόγο SNR 20dB; (Απάντηση:δεν είναι 
δυνατή) 
 
γ)Nα βρεθεί ο λόγος SNR που χρειάζεται για µετάδοση χωρίς σφάλµατα στο 
συγκεκριµένο κανάλι. (Απάντηση: SNR ≥ 24.1 dΒ) 
δ) Να βρεθεί το εύρος ζώνης συχνοτήτων που χρειάζεται σε κανάλι AWGN για 
µετάδοση της εξόδου αυτής της πηγής χωρίς σφάλµατα αν ο λόγος SNR είναι 20dB. 
(Απάντηση: B ≥ 12KHz). 

3. Να υπολογίσετε τη χωρητικότητα καναλιού AWGN µε εύρος ζώνης συχνοτήτων 1MHz 
και λόγο SNR=40dB (Απάντηση:13.29Μbit/sec) 
 

 
3. Εντροπία πηγής µε µνήµη 
 

Μία πηγή πληροφορίας έχει µνήµη όταν τα σύµβολα που εκπέµπονται από την 
πηγή δεν είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους δηλαδή η πιθανότητα εµφάνισης (εκποµπής) ενός 
συµβόλου εξαρτάται από την εκποµπή ή όχι προηγούµενων συµβόλων. Μία πηγή µε 
µνήµη ονοµάζεται πηγή m-τάξης αν η πιθανότητα εκποµπής ενός συµβόλου εξαρτάται από 
τα m προηγούµενα σύµβολα που έχουν εκπεµφθεί. Συνήθως η εκποµπή ενός συµβόλου 
από µία τέτοια πηγή πληροφορίας θεωρείται ως η µετάβαση της πηγής από µία κατάσταση 
σε µία άλλη. Έτσι οι εκποµπές των συµβόλων από µία πηγή µε µνήµη, αναπαρασταίνονται 
µε το λεγόµενο διάγραµµα καταστάσεων της πηγής. Οι µεταπτώσεις σε ένα τέτοιο 
διάγραµµα δηλώνονται µε βέλη δίπλα στα οποία υπάρχει η αντίστοιχη πιθανότητα καθώς 
και το εκπεµπόµενο σύµβολο. Συνήθως το εκπεµπόµενο σύµβολο τοποθετείται σε ένα 
κύκλο δηλώνοντας και την αντίστοιχη κατάσταση της πηγής πληροφορίας.  

Για µία πηγή πληροφορίας µε µνήµη 1ης τάξης (δηλαδή πηγή στην οποία η 
εκποµπή ενός συµβόλου εξαρτάται από το προηγούµενο σύµβολο που εκπέµφθηκε) 
αποδεικνύεται, [1,2,12 

], ότι δίνεται από τη σχέση: 
 

                             ( ) ( )







⋅⋅= ∑ ∑ ijP

ijPPH
i j

iή /
1log/ 2τάξης 1ης µνήµη µε πηγ               (3.1) 

 
όπου ( ) ijPijP =/  είναι η πιθανότητα να εκπεµφθεί το j σύµβολο της πηγής δεδοµένου ότι 
έχει σταλεί ήδη το i σύµβολο της πηγής (µνήµη ενός συµβόλου, m=1) δηλαδή η υπό 
συνθήκη πιθανότητα. Σε αναλογία µε την πηγή πληροφορίας χωρίς µνήµη, ο ρυθµός 
εκποµπής πληροφορίας στο κανάλι για µία πηγή µε µνήµη θα δίνεται από τη σχέση: 
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                                                   τάξης 1ης µνήµη µε πηγήHrR ⋅=                                               (3.2) 

 
όπου στη σχέση (3.2), r είναι ο ρυθµός εκποµπής των συµβόλων της πηγής (σε 
σύµβολα/sec) µε µνήµη. 

Αν µετά από ένα µετά από ένα αριθµό µεταπτώσεων µιας πηγής πληροφορίας είναι 
δυνατό να έχουµε µετάπτωση σε οποιαδήποτε άλλη κατάσταση µε µη µηδενική 
πιθανότητα, δηλαδή η πηγή δεν “µπλοκάρεται” σε ένα εκπεµπόµενο σύµβολο (δηλαδή σε 
απορροφητικό βρόχο) τότε η πηγή ονοµάζεται εργοδική πηγή.  

Για πηγή πληροφορίας µε µνήµη, οι µεταπτώσεις της µπορούν να περιγραφούν µε 
τη µήτρα πιθανοτήτων της µετάπτωσης δηλαδή τη µήτρα των ( ) ijPijP =/ . Έτσι µία πηγή 
µε q σύµβολα µπορεί να περιγραφτεί µε την επόµενη µήτρα P τα στοιχεία της οποίας είναι 
τιµές πιθανοτήτων µετάπτωσης: 

 

                                                 P=





















  p  .  .   .p p

  p  .  .   .p p
 p  .  .   .p  p

q,qq,q,

,q,,

,q,,

21

22212

12111

        
    

            
        

                                               (3.3) 

 
Για παράδειγµα, έστω ότι µας δίνεται η επόµενη µήτρα µεταπτώσεων για µία πηγή 

πληροφορίας µε µνήµη: 
 

                                                P=



















3/4        1/3        0         Γ
 0          2/3      1/4       B
     1/4         0      3/4     A  
   Γ          Β          A         

   
 
  

                                            (3.4) 

 
Η προηγούµενη µήτρα ερµηνεύεται ως εξής: π.χ. η πιθανότητα 3/4 της πρώτης 

γραµµής και πρώτης στήλης είναι η πιθανότητα να σταλεί το σύµβολο Α δεδοµένου ότι 
έχει ήδη σταλεί το σύµβολο Α, η πιθανότητα 1/3 της τρίτης γραµµής και δεύτερης στήλης 
ερµηνεύεται ως η πιθανότητα να σταλεί το σύµβολο Γ δεδοµένου ότι έχει σταλεί το 
σύµβολο Β. ∆ηλαδή οι µεταπτώσεις των συµβόλων της πηγής έχουν κατεύθυνση όπως 
δείχνει το βέλος. Το τέλος του βέλους δείχνει το εκπεµπόµενο σύµβολο και η αρχή του 
βέλους το σύµβολο που έχει προηγηθεί. Η προηγούµενη µήτρα µεταπτώσεων ισοδυναµεί 
µε το επόµενο διάγραµµα καταστάσεων της πηγής πληροφορίας: 
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Με δεδοµένο το διάγραµµα καταστάσεων ή τη µήτρα µεταπτώσεων µιας πηγής 

πληροφορίας µπορούµε να υπολογίσουµε τις πιθανότητες εµφάνισης των συµβόλων της 
πηγής. Π.χ. για τη προηγούµενη πηγή µε εκπεµπόµενα σύµβολα τα Α, Β και Γ µπορεί να 
γραφτεί, µε τη βοήθεια της θεωρίας πιθανοτήτων, ότι: 

 

                                              

ΓΓΓΓΓΓ

ΓΓΒΒΒΒ

ΓΓ

⋅+⋅+⋅=
⋅+⋅+⋅=
⋅+⋅+⋅=

PPPPPPP
PPPPPPP
PPPPPPP

BBAA

BBAA

ABBAAAAA

///

///

///

                                   (3.5) 

 
Οι εξισώσεις (3.5) αποτελούν σύστηµα 3 εξισώσεων µε 3 αγνώστους και µε 

αγνώστους τα PA, PΒ, και PΓ (σύστηµα εξισώσεων 3x3). Το σύστηµα µπορεί να λυθεί είτε 
µε τη µέθοδο της αντικατάστασης είτε µε τη µέθοδο των οριζουσών. Έτσι γνωρίζοντας τις 
τιµές των PA, PΒ, και PΓ µπορούµε για τη συγκεκριµένη πηγή µε µνήµη να υπολογίσουµε 
την τιµή της εντροπίας της χρησιµοποιώντας τη σχέση (3.1) στην οποία όλες οι 
πιθανότητες που εµφανίζονται είναι τώρα γνωστές.  
 
 
 
 
Ασκήσεις 
 

1. Ας θεωρήσουµε ότι η πηγή το παρακάτω σχήµατος είναι εργοδική πρώτης τάξης 
και ότι όλες οι µεταπτώσεις της διαρκούν ίσο χρόνο 1µsec. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γ

Α Β3/4 

1/4

1/4 

3/4

1/3

2/3

Γ

Α Β?

1/4
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α) Ποια είναι η θεωρητικά ελάχιστη χωρητικότητα καναλιού για τη µεταβίβαση των 
δεδοµένων της πηγής αυτής; 
β) Πόση θα ήταν η αναγκαία χωρητικότητα του καναλιού αν δεν λαµβάναµε υπόψη την 
ύπαρξη µνήµης; 
γ) Ποιο είναι το ελάχιστο εύρος ζώνης συχνοτήτων στις δύο αυτές περιπτώσεις αν 
επιδιώκουµε λόγο στην έξοδο του καναλιού ίσο µε 7dB; 
 
2.Όλες οι µεταπτώσεις της πηγής του παρακάτω σχήµατος που θεωρείται εργοδική 

διαρκούν 2µsec. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
α) Ποια είναι η θεωρητικά ελάχιστη χωρητικότητα ενός ιδανικού καναλιού για τη 
διαβίβαση των δεδοµένων της πηγής αυτής; 
β)Υπό ποιο εύρος ζώνης συχνοτήτων θα έπρεπε να αποστέλλεται τότε η πληροφορία αν 
θέλαµε η ποιότητα του σήµατος στη λήψη να είναι SNR=25dB; 
γ) Κατά πόσο της εκατό θα ήταν µεγαλύτερο το εύρος ζώνης αν θεωρούσαµε την πηγή 
χωρίς µνήµη; 
  
  
4. Κωδικοποίηση πηγής 

Γενικά, στη θεωρία της κωδικοποίησης δεδοµένων αλλά και στην πράξη 
συναντούµε δύο διαφορετικούς τύπους κωδικοποίησης δεδοµένων: 
 
α) την κωδικοποίηση πηγής (source coding) και 
β) την κωδικοποίηση καναλιού (channel coding). 
 

Η κωδικοποίηση πηγής είναι η διαδικασία που ακολουθεί αµέσως µετά την έξοδο 
µιας πηγής πληροφορίας. Σκοπός της κωδικοποίησης της πηγής είναι η ελαχιστοποίηση 
του απαιτούµενου µήκους της κωδικής λέξης που απαιτείται για να αναπαρασταθούν κατά 
µέσο όρο τα σύµβολα που παράγει η πηγή της πληροφορίας. ∆ηλαδή αν γνωρίζουµε την 
εντροπία µιας πηγής πληροφορίας (σε bits/σύµβολο) γνωρίζουµε και το µέσο πλήθος των 
bits που απαιτούνται για να  αναπαρασταθούν κατά µέσο όρο τα σύµβολα της πηγής. Έτσι 
στόχος της κωδικοποίησης της πηγής είναι να µειωθεί αυτό ακριβώς το πλήθος των 
ψηφίων του κώδικα που απαιτείται για να αναπαρασταθούν τα σύµβολα της πηγής. 

Αντίστοιχα, η κωδικοποίηση καναλιού έχει σκοπό την όσο το δυνατό αξιόπιστη 
µετάδοση των δεδοµένων σε ένα κανάλι µε θόρυβο (ενθόρυβο κανάλι). ∆ηλαδή έχει 
σκοπό τη µείωση της επίδρασης του θορύβου του καναλιού στα εκπεµπόµενα δεδοµένα µε 
την ανίχνευση ή και την διόρθωση των λαθών (πιθανότητα λάθους) που οφείλονται στο 
θόρυβο του καναλιού επικοινωνίας. Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να ειπωθεί ότι αν το 
ποσοστό των λαθών σε ένα σύστηµα µετάδοσης είναι υψηλό τότε χρειάζονται πιο 
πολύπλοκες συσκευές για να µειωθεί η πιθανότητα λάθους και µάλιστα είναι δυνατό να 

1/2 

ΓΑ Β?

1/4

1/2

?
1/2 

?
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βελτιώσουµε το σύστηµα δηλαδή να ελαττώνουµε την πιθανότητα λάθους 
χρησιµοποιώντας όλο και πιο πολύπλοκες συσκευές αν ο ρυθµός εκποµπής πληροφορίας R 
είναι µικρότερος από τη χωρητικότητα του καναλιού επικοινωνίας C.  

 
 
4.1 Κωδικοποίηση πηγής Huffman 
 

Στη δυαδική κωδικοποίηση πηγής Huffman, [2,3,12], για να παράγουµε τις 
κωδικές λέξεις που αντιστοιχούν στα σύµβολα της πηγής πληροφορίας, ακολουθούµε τα 
παρακάτω βήµατα: 

 
• τοποθετούµε σε κατακόρυφη διάταξη τα εκπεµπόµενα σύµβολα της πηγής µε σειρά 

φθίνουσας πιθανότητας εµφάνισης των συµβόλων (το άθροισµα των πιθανοτήτων 
των εκπεµπόµενων συµβόλων θα πρέπει να είναι πάντα ίσο µε 1) 

• ξεκινώντας από τη µικρότερη πιθανότητα συµβόλου και την αµέσως µικρότερη από 
αυτή, τις προσθέτουµε και η νέα τιµή πιθανότητα που προκύπτει την τοποθετούµε 
στη σωστή θέση στην κατακόρυφη διάταξη φθίνουσας  πιθανότητας εµφάνισης 
συµβόλων παράγοντας έτσι δίπλα στη προηγούµενη µία νέα κατακόρυφη διάταξη 

• η διαδικασία αυτή συνεχίζεται έως να έχουµε µόνο δύο τιµές πιθανοτήτων στην 
κατακόρυφη διάταξη 

• ακολουθούµε αντίστροφη διαδικασία τοποθετώντας δίπλα από τις δύο τελευταίες 
τιµές πιθανότητας το 0 και το 1 

• τα ψηφία 0 ή 1 (που έχουµε τοποθετήσει δίπλα στις δύο τελευταίες τιµές 
πιθανοτήτων) οδηγούνται µε αντίστροφη πορεία και σηµειώνονται δίπλα στις τιµές 
των πιθανοτήτων από τις οποίες οδηγηθήκαµε σε αυτά 

• δίπλα στα ψηφία 0 ή 1 που έχουµε µεταφέρει, τοποθετούµε το 0 και το1 
• ο συνδυασµός των 0 και 1 που έχει τώρα εµφανιστεί επαναλαµβάνεται µε την ίδια 

διαδικασία όπως και πριν έγινε για το 0 και το 1 
• τα προηγούµενα βήµατα επαναλαµβάνονται µέχρι να καταλήξουµε στην αρχική 

διάταξη φθίνουσας πιθανότητας εµφάνισης των συµβόλων 
• οι κωδικές λέξεις που αντιστοιχούν στην κωδικοποίηση είναι αυτές που έχουν 

αποµείνει από τους προηγούµενους συνδυασµούς, χωρίς να έχουν µεταφερθεί προς 
τα πίσω (προς τα αριστερά), µε τη διαδικασία που περιγράφηκε στα  προηγούµενα 
βήµατα. 

 
 
Παράδειγµα 

Έστω πηγή 6 συµβόλων τα οποία παρουσιάζουν τις επόµενες πιθανότητες 
εµφάνισης:: α1:0.4, α2:0.3, α3:0.1, α4:0.1, α5:0.06, α6:0.04. Τα σύµβολα αυτά 
κωδικοποιούνται µε δυαδική κωδικοποίηση Huffman όπως παρουσιάζεται στο επόµενο 
σχήµα: 
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σύµβολο            Pi 
              (πιθανότητα εµφάνισης) 
α1                            0.4                          0.4                          0.4                       0.4    0          0.6 

 
α2                            0.3                          0.3                          0.3              00     0.3     1         0.4         
 
α3                   0.1                          0.1               010     0.2               01    0.3 
 
α4                   0.1       0100           0.1                011    0.1 
 
α5    0101     0.06        0101           0.1 
 
α6    01011   0.04 
 

Παρατηρώντας τη διαδικασία του προηγουµένου σχήµατος, βλέπουµε ότι οι 
συνδυασµοί που έχουν αποµείνει χωρίς να έχουν µεταφερθεί αριστερά (αυτοί οι οποίοι στο 
προηγούµενο σχήµα δεν προέρχονται από ένα άθροισµα πιθανοτήτων δηλαδή δεν 
καταλήγουµε σε αυτούς µε την πορεία ενός βέλους) και οι οποίοι τελικά είναι οι κωδικές 
λέξεις που αντιστοιχούν στα σύµβολα της πηγής είναι οι επόµενοι: 

 
                                                α1 

                                                                        α2 
                                                α3 
                                                α4 
                                                α5 
                                                α6 
 
 
4.2 Κωδικοποίηση πηγής Shannon-Fano 
 
 Στη µέθοδο αυτή κωδικοποίησης της πηγής πληροφορίας, ακολουθούµε τα 
επόµενα βήµατα: 
 

• καταγράφουµε τα σύµβολα της πηγής κατά σειρά µειούµενης πιθανότητας 
• χωρίζουµε το σύνολο σε 2 οµάδες που να είναι όσο το δυνατό πλησιέστερα σε ίσες 

πιθανότητες (δηλαδή το άθροισµα σε κάθε µία οµάδα) και θέτουµε 0 στην ανώτερη 
οµάδα και 1 στην κατώτ6ερη οµάδα 

• συνεχίζουµε χωρίζοντας κάθε φορά τις οµάδες µε όσο το δυνατό ίσες πιθανότητες 
µέχρι να µην είναι δυνατός ο περαιτέρω διαχωρισµός τους. 

 
 Το µειονέκτηµα της συγκεκριµένη µεθόδου κωδικοποίησης πηγής είναι η 
αβεβαιότητα που υπάρχει στο “µοίρασµα” των 2 οµάδων µε ίσες πιθανότητες.  
 
 
 
Παράδειγµα 

Έστω πηγή 6 συµβόλων τα οποία παρουσιάζουν τις επόµενες πιθανότητες 
εµφάνισης:: x1:0.3, x2:0.25, x3:0.2, x4:0.12, x5:0.08, x6:0.05. Τα σύµβολα αυτά 
κωδικοποιούνται µε δυαδική κωδικοποίηση Shannon-Fano όπως παρουσιάζεται στο 
επόµενο σχήµα: 

1 
00 
011 
0100 
01010 
01011 
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σύµβολο           Pi                  Βήµα 1ο  Βήµα 2ο  Βήµα 3ο   Βήµα 4ο          Βήµα 5ο                            
         (πιθανότητα εµφάνισης) 
x1                            0.3                    0               0                                                     00 

 
x2                            0.25                  0               1                                                     01 
 
x3                   0.20                  1               0                                                    10 
 
x4                   0.12                  1               1              0                                    110 
 
x5                   0.08                  1               1              1               0                   1110 
 
x6                   0.05                  1               1              1               1                   1111 
 
 
Τελικά, οι κωδικές λέξεις που προκύπτουν παρουσιάζονται στον επόµενο πίνακα: 
 
 
                                                x1 

                                                                        x2 
                                                x3 
                                                x4 
                                                x5 
                                                x6 
 
Ασκήσεις µε απαντήσεις 
 
1. Μία πηγή έχει τέσσερα σύµβολα x1, x2, x3, x4, µε αντίστοιχες πιθανότητες εµφάνισης 

1/2,1/4,1/8,1/8.  (Απάντηση: x1: 0, x2: 10, x3: 110, x4:111) 
2. Μία πηγή πληροφορίας έχει 5 ισοπίθανα σύµβολα. 
3. α) Να κατασκευαστεί κώδικας Shannon-Fano και να υπολογίσετε την απόδοσή του 

(Απάντηση: x1: 00, x2: 01, x3: 10, x4:110, x5:111) 
 
4. β) Να κατασκευαστεί ένας άλλος κώδικας Shannon-Fano και να συγκριθεί η απόδοση 

µε τον προηγούµενο κώδικα (Απάντηση: x1: 00, x2: 010, x3: 011, x4:10, x5:11) 
 

γ) Να κωδικοποιήσετε την πηγή µε κωδικοποίηση Huffman και να συγκριθούν τα 
αποτελέσµατα (Απάντηση: x1: 01, x2: 000, x3: 001, x4:10, x5:11) 

 
  
4.3 Τετραδική Κωδικοποίηση πηγής Huffman 
 
 Είναι δυνατό η κωδικοποίηση πηγής Huffman να πραγµατοποιηθεί και το 
τετραδικό σύστηµα το οποίο έχει ως σύµβολα τα: 0,1,2,3 (τέσσερα σύµβολα). Η 
διαδικασία που εφαρµόζεται είναι η ίδια όπως και στο δυαδικό σύστηµα αλλά εδώ οι 
πιθανότητες αθροίζονται στη κατακόρυφη διάταξη ανά τέσσερις. Στη συνέχεια δίνεται ένα 
παράδειγµα και η κωδικοποίηση σε τετραδικό σύστηµα.  
 
 

00 
01 
10 
110 
1110 
1111 
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σύµβολο             Pi                   
               (πιθανότητα εµφάνισης) 
a1                            0.5                               0      0.5            

     
a2                            0.25                             1     0.25                        
 
a3                   0.15                             2     0.15          

 
a4          30     0.05                              3    0.1 

 
a5          31      0.03  
                  
a6         32       0.015                   
 
a7        33        0.005 
 
 
Τελικά, οι κωδικές λέξεις που προκύπτουν στο τετραδικό σύστηµα παρουσιάζονται στον 
επόµενο πίνακα: 
 
 
                                                a1 

                                                                        a2 
                                                a3 
                                                a4 
                                                a5 
                                                a6 
                                                a7 
 
 
 
4.4  Μέσο µήκος κωδικής λέξης 
 
 Μετά την κωδικοποίηση πηγής που εφαρµόζουµε κάθε φορά προκύπτουν οι 
κωδικές λέξεις που αντιστοιχούν στα σύµβολα της πηγής πληροφορίας. Για να 
υπολογίσουµε το µέσο µήκος L της κωδικής λέξης του κώδικα που παράχθηκε 
εφαρµόζουµε την επόµενη σχέση: 

                                                               i

q

i
i lPL ⋅= ∑

=1

                                                      (4.1) 

 
όπου li είναι το µήκος (σε bits) της i-οστής κωδικής λέξης του κώδικα, η οποία 
παρουσιάζει αντίστοιχα πιθανότητα εµφάνισης Pi (θεωρούµε ότι έχουµε q εκπεµπόµενα 
σύµβολα πηγής).  
 Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να ειπωθεί ότι στα συστήµατα εκποµπής µία 
συνηθισµένη µέθοδος κωδικοποίησης είναι η διαµόρφωση-κωδικοποίηση P.C.M (Pulse 
Coded Modulation). Αν η πηγή πληροφορίας εκπέµπει q σύµβολα, τότε στο σύστηµα PCM 
απαιτούνται ανά εκπεµπόµενο σύµβολο k bits, για τα οποία πρέπει να ισχύει η επόµενη 
σχέση: 
 
                                                                     qk ≥2                                                           (4.2) 

0 
1 
2 
30 
31 
32 
33 
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και βέβαια επιλέγουµε την ισότητα στην σχέση (4.2) αν αυτή είναι δυνατή, διαφορετικά τη 
µικρότερη τιµή τoυ k για την οποία ισχύει η (4.2). 
 
Ασκήσεις 
 
1. Μία γλώσσα 7 συµβόλων χωρίς µνήµη παρουσιάζει τις πιο κάτω πιθανότητες 
εµφάνισης των συµβόλων: α1:0.5, α2:0.25, α3:0.15, α4:0.05, α5:0.03, α6:0.015,  α7:0.005. 
 
α) Βρείτε την εντροπία της και τον πλεονασµό της πηγής 
β) Κωδικοποιήστε την πηγή αυτή σε δυαδικό σύστηµα µε κώδικα Huffman 
γ) Βρείτε το µέσο µήκος κωδικής λέξης του κώδικα που δηµιουργήσατε καθώς και το 
πλεονασµό που προσθέτει ο κώδικας 
δ) Πόσο πλεονασµό θα εισήγαγε η κωδικοποίηση της πηγής σε σύστηµα PCM; 
 
 
 
5. Απλοί Κώδικες Επανάληψης 
 

Η µετάδοση δεδοµένων µέσω ενός καναλιού επικοινωνίας το οποίο παρουσιάζει 
θόρυβο έχει ως χαρακτηριστικό την εµφάνιση λαθών κατά τη λήψη των εκπεµπόµενων 
συµβόλων (bit). Θα πρέπει να ειπωθεί ότι στην πράξη δεν υπάρχει κανάλι επικοινωνίας 
που να µην παρουσιάζει θόρυβο (δηλαδή αθόρυβο κανάλι). Το προηγούµενο πρόβληµα 
είναι δυνατό να λυθεί µερικά µε την πρόσθεση επιπλέον bits αλλά µε την συνεπακόλουθη 
µείωση του ρυθµού εκποµπής δεδοµένων. Η πρόσθεση επιπλέον bits µε σκοπό τη µείωση 
του ρυθµού λαθών στην αποκωδικοποίηση ονοµάζεται κωδικοποίηση. Η κωδικοποίηση 
χωρίζεται γενικά σε δύο κατηγορίες: τη γραµµική, µπλοκ κωδικοποίηση και τη 
συγκεραστική κωδικοποίηση, [2,3,10].   

Στη µπλοκ κωδικοποίηση, οι ακολουθίες της εξόδου της πηγής πληροφορίας 
(µήνυµα πληροφορίας), µε µήκος k απεικονίζονται σε δυαδικές ακολουθίες (κωδικές 
λέξεις) µε µήκος n έτσι ώστε ο ρυθµός ή απόδοση του παραγοµένου κώδικα να είναι ίσος 

µε 
n
k  ανά εκποµπή, [11]. Ένας  τέτοιος κώδικας ονοµάζεται κώδικας (n,k) και αποτελείται 

από 2k (πλήθος κωδικών λέξεων) κωδικές λέξεις µε µήκος n, οι οποίες πολλές φορές 

συµβολίζονται µε kccc
221 ,..., .  

Στους κώδικες µπλοκ, η απεικόνιση των διαφόρων ακολουθιών εξόδου της πηγής 
πληροφορίας στις κωδικές λέξεις πραγµατοποιείται ανεξάρτητα και η έξοδος του 
κωδικοποιητή εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα ακολουθία εξόδου της πηγής (ακολουθία 
εισόδου στον κωδικοποιητή) µήκους k και σε καµία περίπτωση από τις προηγούµενες 
ακολουθίες εισόδου στον αποκωδικοποιητή.  

Μία πολύ απλή περίπτωση µπλοκ κωδικοποίησης είναι ο απλός κώδικας 
επανάληψης. Σε έναν απλό κώδικα επανάληψης µε τον οποίο επιθυµούµε να εκπέµψουµε 
τα δυαδικά σύµβολα “0” και “1” σε ένα δυαδικό συµµετρικό κανάλι (BSC), αντί να 
εκπέµψουµε τα “0” και “1”, εκπέµπουµε αντίστοιχα µία ακολουθία από “0” και “1” στη 
θέση αντίστοιχα του “0” και του “1”. Το µήκος των δύο αυτών ακολουθιών επιλέγεται να 
είναι ένας περιττός αριθµός n.  Έτσι, ένας απλός κώδικας επανάληψης µπορεί να 
παρασταθεί µε την παρακάτω αντιστοιχία: 
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876

876

περιττός 

περιττός 

11...111

00...000
n

n

→

→
                                               (5.1) 

 
Η διαδικασία της αποκωδικοποίησης (βασίζεται σε µία πλειοψηφική απόφαση: αν 

η πλειοψηφία (σε πλήθος) των λαµβανοµένων συµβόλων, είναι τα “0” τότε αποφασίζεται 
ότι το εκπεµπόµενο bit είναι το “0”. Αν αντίθετα, η πλειοψηφία των λαµβανοµένων 
συµβόλων είναι οι “1” τότε αποφασίζεται ότι το εκπεµπόµενο bit είναι το “1”.  

Στη διαδικασία της αποκωδικοποίησης, λάθος παρατηρείται όταν τουλάχιστον 
(n+1)/2 από τα εκπεµπόµενα bit έχουν ληφθεί λάθος. Αν το κανάλι επικοινωνίας είναι ένα 
BSC κανάλι, το οποίο εµφανίζει πιθανότητα λάθους  στο εκπεµπόµενο bit ίση µε ε, τότε η 
πιθανότητα λάθους αποκωδικοποίησης για έναν απλό κώδικα επανάληψης (n,k) 
αποδεικνύεται ότι δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 

                                       ( ) knk
n

nk
e k

n
p −

+=

−⋅⋅







= ∑ εε 1

2/)1(

                                       (5.2) 

 
Για παράδειγµα, σε έναν απλό κώδικα επανάληψης µε n=5 και ε=0.001=10-3, η 

πιθανότητα λάθους είναι ίση µε: 
 

                           ( ) 9105
5

3

101099.9999.0001.0
5 −−−

=

≅×=⋅⋅







= ∑ kk

k
e k

p                (5.3) 

 
 
Ασκήσεις 
 
1.    α) Στην περίπτωση που ένα κανάλι δηµιουργεί απλά σφάλµατα µε πιθανότητα   ε=10-3 
βρείτε την πιθανότητα εσφαλµένης διόρθωσης Pε και την πιθανότητα Pε

/ αδυναµίας 
αναγνώρισης σφάλµατος για κωδικοποίηση επαναληπτική τριών φορών. 
       β) Αν γνωρίζουµε ότι το Pε

/ είναι µικρότερο ή ίσο από 10-11 ποια είναι η χείριστη 
(χειρότερη) πιθανότητα ε1 που δεχόµαστε στο συγκεκριµένο κανάλι; 

 
 
 
 
 
 

6. Γραµµικοί κώδικες Μπλοκ 
 
Οι γραµµικοί µπλοκ κώδικες είναι γενικά οι πιο ευρέως χρησιµοποιούµενοι 

κώδικες. Ένας κώδικας µπλοκ είναι γραµµικός αν ένας οποιαδήποτε γραµµικός 
συνδυασµός δύο κωδικών λέξεων του κώδικα αποτελεί, πάλι κωδική λέξη του 
συγκεκριµένου κώδικα, [1,4,8].  Γενικά, οι γραµµικοί κώδικες µπλοκ περιγράφονται από 
τον πίνακα γεννήτορά τους G, ο οποίος είναι ένας ( nk × ) δυαδικός πίνακας έτσι ώστε 
κάθε κωδική λέξη c του κώδικα να προκύπτει από τη σχέση: 
 

                                                   uGc =                                                                (6.1)    
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όπου u είναι η ακολουθία εισόδου µήκους k (µήνυµα) (η είσοδος στον κωδικοποιητή). Η 
πράξη µεταξύ των πινάκων είναι πράξη modulo-2 (δηλαδή πράξη XOR). Μία σηµαντική 
παράµετρος σε ένα γραµµικό κώδικα µπλοκ, η οποία καθορίζει και τη δυνατότητα 
διόρθωσης λαθών του κώδικα, είναι η ελάχιστη απόσταση (απόσταση Hamming) του 
κώδικα η οποία ορίζεται ως η ελάχιστη απόσταση Hamming µεταξύ δύο οποιονδήποτε 
κωδικών λέξεων του κώδικα, [10]. Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα συµβολίζεται µε 

mind  και δίνεται από τη σχέση, [10]: 
 
                                                     ( )jiHji

ccdd ,minmin ≠
=                                                    (6.2) 

 
Για τους γραµµικούς κώδικες, η ελάχιστη απόσταση Hamming είναι ίση µε το 

ελάχιστο βάρος wmin  του κώδικα το οποίο ορίζεται από τη σχέση: 
 

                                                    ( )iHC
cww

i 0min min
≠

=                                                    (6.3) 

 
δηλαδή είναι το ελάχιστο βάρος (weigth, wH) του κώδικα, αναφερόµενοι σε όλες τις µη 
µηδενικές κωδικές λέξεις του κώδικα (το βάρος wH µιας οποιασδήποτε κωδικής λέξης 
ορίζεται ως ο αριθµός των “1” που παρουσιάζονται σε αυτή την κωδική λέξη). Αν ένας 
γραµµικός κώδικας παρουσιάζει ελάχιστη απόσταση Hamming mind  τότε οι επιδόσεις του 
σε σχέση µε την ανίχνευση και την διόρθωση λαθών  σε κάθε λαµβανόµενη κωδική λέξη 
δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις, [13]: 
 

                             








+
+

=
λέξη κωδική ανά σφαλµάτων  διόρθωση  για,12
λέξη κωδική ανά σφαλµάτων   ανίχνευση  για,1

min e e
ee

d           (6.4) 

 
Ο κανόνας αποκωδικοποίησης που εφαρµόζεται για να αποφασιστεί ποια είναι η 

σωστή εκπεµπόµενη κωδική λέξη είναι ο εξής: “Επέλεξε σα σωστή εκείνη την κωδική λέξη 
που παρουσιάζει τη µικρότερη ελάχιστη απόσταση Hamming από την υπό κρίση κωδική λέξη 
που έχει ληφθεί” (αποκωδικοποίηση αυστηρής απόφασης, Hard-decision Decoding) 
(κριτήριο ελάχιστης απόφασης Hamming). 
 Ένας γραµµικός κώδικας µπλοκ είναι σε συστηµατική µορφή αν ο πίνακας 
γεννήτορας του G έχει την παρακάτω µορφή: 
 

                                           G=





















  p  .  .   .p p

  p  .  .   .p p
 p  .  .   .p  p

k,n-kk,k,

,n-k,,

,n-k,,

21

22212

12111

           1   .....     0   0  
    

              0    ....    1   0   
         0    ....    0   1   

                              (6.5) 

 
 ή                                                            G=[Ik  |  P]                                                          (6.6) 
  
όπου στη σχέση (6.6) το αριστερό τµήµα του πίνακα δηλαδή ο  Ik , είναι ο (k×k) µοναδιαίος 
πίνακας και P είναι ένας k×(n-k) πίνακας. Σε ένα συστηµατικό κώδικα, τα πρώτα k bits της 
κωδικής λέξης είναι τα bits της πληροφορίας (µηνύµατος) και τα υπόλοιπα (n-k) bits είναι 
τα bits ελέγχου της ισοτιµίας. 

Ο πίνακας ελέγχου της ισοτιµίας H σε έναν κώδικα είναι ένας (n-k)×n δυαδικός 
πίνακας, τέτοιος ώστε για όλες τις κωδικές λέξεις c του κώδικα να ισχύει η σχέση: 
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                                                     cHt= 0                                                              (6.7) 

 
όπου Ht είναι ο ανάστροφος πίνακας του πίνακα H (αυτός ο πίνακας που προκύπτει αν τις 
γραµµές του πίνακα Η τις κάνουµε στήλες και αντίστροφα). 

Προφανώς ισχύει:  
                                                                       GHt= 0                                                       (6.8) 
 
Αν ο πίνακας γεννήτορας G  είναι σε συστηµατική µορφή τότε ισχύει: 
 
                                                               Η=[-Pt|In-k]                                                         (6.9) 
 
(το πρόσηµο (–) στη προηγούµενη σχέση δεν έχει κάποιο νόηµα γιατί στο δυαδικό 
σύστηµα αρίθµησης ισχύει: “1”=“-1”). 
 
 
 
 
 
6.1 Κώδικες Hamming 
 

Οι κώδικες Hamming είναι γραµµικοί κώδικες µπλοκ διαστάσεων (2m-1, 2m-m-1) 
που παρουσιάζουν ελάχιστη απόσταση ίση µε 3 και έχουν έναν πολύ απλό πίνακα ελέγχου 
ισοτιµίας. Ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας ο οποίος είναι ένας πίνακας m×(2m-1) πίνακας, έχει 
σαν στήλες όλες τις δυαδικές ακολουθίες µε µήκος m, εκτός από την µηδενική ακολουθία. 
Για παράδειγµα, για m=3 έχουµε έναν (7,4) κώδικα του οποίου ο πίνακας ελέγχου της 
ισοτιµίας, σε συστηµατική µορφή, είναι ο παρακάτω: 
 

                                                  H=
















1    0   0    1   1   1   0
 0    1   0    1   0   1   1

0    0   1    1   1   0   1
                                              (6.10) 

 
Εφαρµόζοντας τη σχέση (6.6) (και µε τη βοήθεια της (6.9)) βρίσκουµε τον πίνακα 

γεννήτορα G του συγκεκριµένου κώδικα: 
 

                                                  G=



















1     1    1    1   0   0   0
1    0    1    0   1   0   0
 1    1    0    0   0   1   0

0    1    1    0   0   0   1

                                            (6.11) 

 
σε συστηµατική µορφή (δηλαδή G=[I4  |  P]. 

Έστω ένας κώδικας Hamming (n,k). Αν για αυτόν τον κώδικα γνωρίζουµε τον 
πίνακα ελέγχου της ισοτιµίας του H είναι δυνατόν να βρούµε τον πίνακα γεννήτορα του 
κώδικα G. Αν ο πίνακας ελέγχου της ισοτιµίας του κώδικα H είναι στην παρακάτω µορφή: 
 
                                                                  Η=[-Pt| Ik]                                                      (6.12) 
 
τότε ο πίνακας γεννήτορας G του κώδικα έχει αντίστοιχα την παρακάτω µορφή: 
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                                                                   G=[Ik  |  P]                                                    (6.13) 
 

Η κωδική λέξη που παράγεται εκπέµπεται στο κανάλι επικοινωνίας. Εξαιτίας του 
θορύβου του καναλιού, η λαµβανόµενη κωδική λέξη µπορεί να παρουσιάζει ένα απλό ή 
περισσότερα λάθη δηλαδή άλλο bit ή bits να έχει εκπεµφθεί στο κανάλι και διαφορετικό ή 
διαφορετικά bits να έχουν αποκωδικοποιηθεί στη λήψη.   

Είναι λογικό να µοντελοποιήσουµε τα λάθη που παρουσιάζονται στη λήψη µε ένα 
διάνυσµα το οποίο περιέχει 0 στη θέση εκείνη που δεν παρουσιάστηκε λάθος και 1 σε 
οποιαδήποτε θέση έγινε λάθος κατά την αποκωδικοποίηση. Το διάνυσµα αυτό ονοµάζεται 
διάνυσµα συνδρόµου  S ή απλά σύνδροµο. Η χρησιµότητά του είναι ότι µε δεδοµένο το 
διάνυσµα συνδρόµου µπορούµε να ανιχνεύσουµε αν υπάρχει απλό λάθος στη 
λαµβανοµένη κωδική λέξη και να τα διορθώσουµε. Συγκεκριµένα, αν πολλαπλασιάσουµε 
τη λαµβανόµενη κωδική λέξη R µε τον πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H θα βρούµε τον πίνακα 
(διάνυσµα) του συνδρόµου S. Το σύνδροµο που υπολογίζεται θα πρέπει να αποτελεί µία 
στήλη του πίνακα ελέγχου της ισοτιµίας H. Η συγκεκριµένη στήλη δείχνει και τη θέση στη 
λαµβανόµενη λέξη που έχει συµβεί το λάθος κατά τη µετάδοση στο κανάλι επικοινωνίας 
π.χ. αν προέκυψε η δεύτερη στήλη (2η) τότε έχει γίνει λάθος στο 2ο λαµβανόµενο bit στη 
λαµβανόµενη λέξη R. 
 
                                                                  R⋅Ht=S                                                           (6.14) 
 

Έτσι η σωστή κωδική λέξη θα προκύψει αν στη λαµβανόµενη κωδική λέξη R 
προσθέσουµε µε πράξη modulo-2 (αποκλειστικό ή) το διάνυσµα του συνδρόµου S.  
∆ηλαδή ισχύει: 
 

                                          CorrectedCodeword= SR ⊕                                     (6.15) 
 

Στην αποκωδικοποίηση, υπάρχει ένας πίνακας ο οποίος ονοµάζεται πίνακας 
αποκωδικοποίησης  που δείχνει στον αποκωδικοποιητή πως θα διορθωθούν τα λάθη που 
παρατηρούνται στη λαµβανόµενη λέξη. Στους κώδικες Hamming υπάρχει η δυνατότητα 
διόρθωσης ενός απλού λάθους σε κάθε λαµβανόµενη κωδική λέξη (e=1).  

Με την αποκωδικοποίηση συνδρόµου, ένας γραµµικός κώδικας µπλοκ (n,k) µπορεί 
να διορθώσει µέχρι e σφάλµατα ανά κωδική λέξη αν τα n και k ικανοποιούν το παρακάτω 
όριο Hamming: 

                                                 ∑
=

−








≥

e

i

kn

i
n

0

2                                                 (6.16) 

 
Ασκήσεις 
 
1. Ένας κώδικας αποτελείται από τις επόµενες κωδικές λέξεις: 0000001, 0011110, 
0101101, 0111000, 1001100, 1011001, 1101010, 1110100. Αν λαµβάνουµε τη λέξη 
1011011 ποια θεωρείται η σωστή κωδική λέξη µε βάση το κριτήριο της ελάχιστης 
απόστασης Hamming.  
 
2. Αν για ένα κώδικα έχω πίνακα γεννήτορα τον παρακάτω να βρείτε την κωδική λέξη που 
αντιστοιχεί στο µήνυµα [1011]: 
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G=



















1    0    0    0   1   0   1
0     1    0    0   1   1   1
 0    0    1    0   1   1   0

0    0   0    1   0   1   1

 

 
3. Σας δίνεται ένας γραµµικός κώδικας µπλοκ ο οποίος έχει πίνακα γεννήτορα τον 
παρακάτω: 
 

G= 







  1     1   1   1   0   
   0    0   1   0   1   

 

 
Να βρεθεί ο πίνακας ελέγχου της ισοτιµίας για την περίπτωση που ο κώδικας είναι 

µπλοκ συστηµατικής µορφής. 
 
4. Ένας κώδικας µπλοκ Hamming (7,4) έχει ως πίνακα ελέγχου της ισοτιµίας τον 
παρακάτω πίνακα H: 
 

  H=
















 1    0   0   1    1   0   1
 0    1   0   1    0   1   1

0    0   1   0    1   1   1
 

 
α) Ποια είναι η απόδοση του κώδικα;  
β) Ποια  είναι η κωδική λέξη που αντιστοιχεί στο µήνυµα [0 0 1 1];   
γ) Αν η λαµβανόµενη λέξη είναι η [1 0 0 0 0 1 0] βρείτε αν υπάρχει λάθος και αν υπάρχει 
και το θεωρούµε απλό ποια είναι η σωστή κωδική λέξη; 
 
5. Ένας κώδικας µπλοκ Hamming (7,4) έχει ως πίνακα ελέγχου της ισοτιµίας τον 
παρακάτω πίνακα H: 

H=
















0    1    1   0  0    1   1
 1     1   0   0   1   0   1

0    0   1    1   1   0   1
 

 
α) Ποια είναι η απόδοση του κώδικα;  
β) Ποια  είναι η κωδική λέξη που αντιστοιχεί στο µήνυµα [1 0 1 0];   
γ) Αν η λαµβανόµενη λέξη είναι η [1 1 1 1 1 0 1] βρείτε αν υπάρχει λάθος και αν υπάρχει 
και το θεωρούµε απλό ποια είναι η σωστή κωδική λέξη; 
δ) Το ερώτηµα γ) να επαναληφθεί αν λαµβανόµενη κωδική λέξη είναι η [1 0 1 0 1 01] 
 
6. ∆ώστε τον ορισµό της απόστασης Hamming δύο κωδικών λέξεων. Με ποιους τρόπους 
υπολογίζεται η απόσταση Hamming; Να υπολογίσετε µε δύο διαφορετικούς τρόπους την 
απόσταση Hamming µεταξύ των κωδικών λέξεων (10111001) και (11101000). 
7. Έστω ότι διαθέτουµε κώδικα διόρθωσης απλών σφαλµάτων για 11 bit δεδοµένων. 
α)Πόσα bit ελέγχου χρειάζονται; β)Να βρεθεί ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας για τον κώδικα 
αυτό. 
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Ασκήσεις µε απαντήσεις 
 

1. Έστω ότι διαθέτουµε γραµµικό κώδικα µπλοκ (6,3) µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας Η 
που δίνεται από την 

 

H=
















 1    0   0  1    1   1
   0   1   0   1   1   0
 0   0    1   1   0   1

 

α) Να βρεθεί ο πίνακας γεννήτορας του κώδικα G. 
 

(Απάντηση: G=
















 1    1   1  1   0   0
   1   1   0  0   1   0
 1   0  1   0   0   1

 ) 

 
β) Nα βρεθεί η κωδική λέξη για bit δεδοµένων (101) (Απάντηση:101010) 
 
 
 
 
7. Κυκλικοί κώδικες 
 

Ένας γραµµικός κώδικας ονοµάζεται κυκλικός αν επιπρόσθετα από τις ιδιότητες 
των γραµµικών κωδίκων έχει την ιδιότητα µία οποιαδήποτε κυκλική ολίσθηση µιας 
κωδικής του λέξης να αποτελεί και αυτή κωδική λέξη του συγκεκριµένου κώδικα, [10]. Οι 
κυκλικοί κώδικες µπορούν να περιγραφτούν ισοδύναµα είτε µε τον πίνακα γεννήτορα G 
και τον πίνακα ελέγχου ισοτιµίας τους Η είτε µε τη βοήθεια του πολυωνύµου γεννήτορα. 
Συνεπώς, αν [ ]0121 ...  ccccC nn −−=  είναι µία κωδική λέξη ενός κυκλικού κώδικα τότε και η 
κυκλική του ολίσθηση [ ]1032 ...  −−− nnn cccc  θα είναι επίσης κωδική λέξη του κώδικα.  

Για να περιγράψουµε τους κυκλικούς κώδικες, αντιστοιχούµε σε κάθε κωδική λέξη 
[ ]0121 ...  ccccC nn −−=  ένα πολυώνυµο ( )pC  βαθµού 1−≤ n , το οποίο ορίζεται ως εξής: 

 
                                          ( ) 01

2
2

1
1 ... cpcpcpcpC n

n
n

n ++++= −
−

−
−                                (7.1)          

 
Είναι δυνατό να γράψουµε τη προηγούµενη σχέση (8.1) ως εξής: 
 

                                     ( ) pcpcpcpcppC n
n

n
n 0

2
1

1
21 ... ++++= −

−−                                (7.2)          
 
Αν διαιρέσουµε το αριστερό µέλος της σχέσης (7.2) µε 1+np , τότε λαµβάνουµε: 
 

                                                      ( ) ( )
11

1
1 +

+=
+ − nnn p

pCc
p

ppC                                                (7.3) 

όπου 
  
                               ( ) 10

2
1

2
3

1
21 ... −

−
−

−
− +++++= n

n
n

n
n cpcpcpcpcpC                           (7.4)          
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∆εδοµένου ότι το ( )pC1  είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του ( )ppC  µε το 1+np  
µπορούµε να γράψουµε: 

 
                                         ( ) ( ) ( )1 mod 1 += npppCpC                                         (7.5) 

          
Μπορούµε να παράγουµε έναν κυκλικό κώδικα (n,k), χρησιµοποιώντας το 

πολυώνυµα γεννήτορα ( )pg  βαθµού (n-k). Το πολυώνυµο γεννήτορας ενός (n,k) κυκλικού 
κώδικα, έχει την παρακάτω γενική µορφή:  

 
                                ( ) 1... 1

1
1 ++++= −−

−−
− pgpgppg kn

kn
kn                               (7.6)  

       
Παράλληλα µπορούµε να ορίσουµε το πολυώνυµο του µηνύµατος ως εξής: 
 

                                               ( ) 01
2

2
1

1 ... xpxpxpxpX k
k

k
k +++= −

−
−

−                             (7.7)        
 
όπου το [ ]0121 ...  xxxx kk −−  αναπαρασταίνει τα k bits του µηνύµατος (πληροφορία). Το 
γινόµενο των πολυωνύµων ( ) ( )pgpX ⋅  είναι ένα πολυώνυµο βαθµού µικρότερου ή ίσου 
µε το (n-1) και το οποίο αναπαρασταίνει µία κωδική λέξη του κυκλικού κώδικα.  
 
Παράδειγµα 
  Ας θεωρήσουµε ένα κώδικα µε µήκος n=7 (σύνολο των bits µετά την 
κωδικοποίηση). To πολυώνυµο 17 +p  µπορεί να γραφτεί ως γινόµενο παραγόντων: 
 
                                       ( ) ( ) ( )1111 3237 ++⋅++⋅+=+ pppppp                                (7.8)        
 

Για να παράγουµε ένα κυκλικό κώδικα (n,k), θα πρέπει να θεωρήσουµε ένα από τα 
επόµενα πολυώνυµα ως πολυώνυµο γεννήτορα: 

 
                                                        ( ) ( )123

1 ++= pppg                                                 (7.9)   
      

                                                       ( ) ( )13
2 ++= pppg                                                  (7.10)  

       
Οι κώδικες οι οποίοι µπορούν να παραχθούν από τα δύο προηγούµενα πολυώνυµα, 

είναι ισοδύναµοι. Για παράδειγµα, τα µηνύµατα [0001] και [1110] κωδικοποιούνται 
αντίστοιχα µέσω του πολυωνύµου ( ) ( )123

1 ++= pppg  ως [0001101] και [1000110].  
Η πρόσθεση ‘+’ µεταξύ των διαφόρων παραγόντων των πολυωνύµων είναι πράξη 

modulo 2 (λογική πράξη αποκλειστικού Η, EXOR, Exclusive OR). Συνεπώς, όταν µετά το 
συνήθη πολλαπλασιασµό εµφανίζονται δύο ίδιοι παράγοντες τότε αυτοί απαλείφονται 
µεταξύ τους ανά δύο π.χ. p3+p3=0. 

Έστω ένας κυκλικός κώδικας (n,k). Τότε ο πίνακας γεννήτορας G για τον 
προηγούµενο κώδικα, δίνεται σε συστηµατική µορφή από την επόµενη έκφραση: 

 
                                                                 G=[Ik| P]                                                         (7.11) 

 
Αντίστοιχα, ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας H του κυκλικού κώδικα (n,k), δίνεται σε 

συστηµατική µορφή από την παρακάτω έκφραση: 
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                                                                 Η=[In-k |Pt]                                                      (7.12) 
 
Ασκήσεις 
 
1. Το πολυώνυµο γεννήτορας ενός κυκλικού κώδικα (7,4) είναι το ( ) ( )13 ++= pppg . 
Βρείτε τις δεκαέξι (16) κωδικές λέξεις του συγκεκριµένου κώδικα. 
 
2. Το πολυώνυµο γεννήτορας ενός κυκλικού κώδικα είναι το ( ) 87641 xxxxxg ++++= . 
Βρείτε την κωδική λέξη που αντιστοιχεί στο µήνυµα µε πολυώνυµο ( ) 432 xxxxD ++= . 
 
 
 
 
8. BCH Κώδικες 

 
Οι BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) κώδικες αποτελούν µία ευρεία 

κατηγορία κυκλικών κωδίκων και περιλαµβάνουν δυαδικά και µη δυαδικά αλφάβητα. Οι 
κώδικες BCH ανακαλύφθηκαν το 1959-1960 από τρεις ερευνητές από τα ονόµατα των 
οποίων και δόθηκε το συγκεκριµένο όνοµα στην κατηγορία αυτή των γραµµικών 
κυκλικών κωδίκων, [14,15]. Αποτελούν µία πολύ σηµαντική κατηγορία γραµµικών 
κωδίκων διότι προσφέρουν σηµαντική απόδοση (λόγος k/n), παρουσιάζουν ευρεία περιοχή 
τιµών για τα n και k και τέλος η πολυπλοκότητα των κωδικοποιητών τους είναι σχετικά 
µικρή. 

Οι BCH κώδικες (n,k) (n είναι το µήκος της κωδικής λέξης και k είναι το µήκος του 
µηνύµατος το οποίο θα κωδικοποιήσουµε) σχεδιάζονται δηλαδή βρίσκονται τα n και k µε 
τη βοήθεια των παρακάτω γενικών θεωρητικών σχέσεων, [10,11]:  

                       

                                                  12
                                                      
                                                       12

min +=
≤−
−=

td
mtkn

n m

               (8.1)  

 
όπου m ( 3≥m ) και t είναι αυθαίρετοι θετικοί αριθµοί. To µέγεθος dmin είναι η ελάχιστη 
απόσταση Hamming και µας δηλώνει αριθµητικά µέσω της παραµέτρου t, ότι ο 
συγκεκριµένος κώδικας είναι δυνατό να διορθώσει µέχρι και t σφάλµατα ανά κωδική λέξη. 
Το µήκος της κωδικής λέξης n σε έναν κώδικα BCH δίνεται πάντα από τη σχέση (8.1) ενώ 
ο αριθµός των λαθών που µπορεί να διορθώσει ο κώδικας (ικανότητα διόρθωσης λαθών 
του κώδικα) περιορίζεται από την επόµενη σχέση: 
 
                                                           2/)12( −< mt                                                         (8.2) 
 
    Συνεπώς, ο σχεδιαστής ενός τηλεπικοινωνιακού συστήµατος έχει τη δυνατότητα να 
επιλέξει από ένα µεγάλο σύνολο από µήκη κωδίκων και ρυθµών κωδίκων. Τα πολυώνυµα 
γεννήτορες των BCH κωδίκων προκύπτουν από τους παράγοντες των πολυωνύµων 

112 +−m

p . Οι µη δυαδικοί BCH κώδικες περιλαµβάνουν τους κώδικες Reed-Solomon. Στη 
κωδικοποίηση ενός (n,k) BCH κώδικα, ένα µήνυµα είναι ένας k στηλών δυαδικός πίνακας 
Galois, [10,13]. Ένα µαθηµατικό πεδίο Galois είναι ένα αλγεβρικό σύνολο (πεδίο) το 
οποίο αποτελείται από ένα πεπερασµένο αριθµό στοιχείων. Ένα πεδίο Galois, είναι δυνατό 
να έχει m2 στοιχεία όπου m είναι ένας ακέραιος αριθµός µεταξύ του 1 και του 16. Ένα 
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τέτοιο πεδίο Galois συµβολίζεται ως GF( m2 ). Τα πεδία Galois βρίσκουν µεγάλη 
εφαρµογή στη θεωρία κωδικοποίησης και ανίχνευσης-διόρθωσης λαθών. Συγκεκριµένα, 
για ένα BCH κώδικα, κάθε γραµµή ενός αντίστοιχου πίνακα Galois, αναπαρασταίνει µία 
κωδική λέξη του κώδικα BCH.  

Στους κώδικες BCH, το µήκος k του κάθε µηνύµατος είναι ένας θετικός ακέραιος 
πάντα µικρότερος του n. Πρέπει να σηµειωθεί ότι µόνο κάποιες τιµές από τους θετικούς 
ακεραίους τους µικρότερους από το n είναι επιτρεπτές ως τιµές του k. Για το λόγο αυτό 
δίνονται στη βιβλιογραφία αντίστοιχοι πίνακες µε τις αποδεκτές τιµές των παραµέτρων n 
και k, [10].  

Τέλος, οι κώδικες BCH έχουν πολλές εφαρµογές στα τηλεπικοινωνιακά 
συστήµατα. Μία από τις πιο γνωστές είναι η εφαρµογή τους στα κυψελωτά συστήµατα 
κινητής τηλεφωνίας όπου ένας περιορισµένου µήκους κώδικας BCH  χρησιµοποιείται για 
τα σήµατα σηµατοδοσίας που δηλώνουν στον κινητό σταθµό, εκτός των άλλων στοιχείων, 
την ισχύ που πρέπει να εκπέµψει ο κινητός σταθµός και σε ποια συγκεκριµένη συχνότητα 
του συστήµατος.  
 
 
 
9. Κώδικες Reed-Solomon 
 

Οι κώδικες Reed-Solomon σχεδιαστήκανε το 1960 από τους Reed και Solomon, 
[14]. Οι κώδικες αυτοί είναι µη δυαδικοί κώδικες και έχουν µεγάλη σηµασία για τα 
τηλεπικοινωνιακά συστήµατα στα οποία τα σφάλµατα λόγω θορύβου του καναλιού 
επικοινωνίας εµφανίζονται κατά ριπές όπως επίσης και για τα συστήµατα ακουστικών CD. 

Οι κώδικες Reed-Solomon, είναι µπλοκ κώδικες οι οποίοι χρησιµοποιούν 
αλφάβητα εισόδου και εξόδου µε πλήθος συµβόλων 2m δηλαδή { }12  ...,  2,   1,   ,0 m − .  

Το µήκος της κωδικής λέξης n (αριθµός συµβόλων ανά κωδική λέξη) (µήκος µη-
δυαδικής κωδικής λέξης) είναι ίσο µε 2m-1 (ακέραιες τιµές µεταξύ 3 και 2m-1). Το 
προηγούµενο µήκος του κώδικα µπορεί να αυξηθεί σε 2m ή 2m+1 αν κάτι τέτοιο είναι 
επιθυµητό. Οι κώδικες σχεδιάζονται για να διορθώνουν e0 λάθη σε ένα µπλοκ από n 
σύµβολα. Το µήκος του µηνύµατος που κωδικοποιείται είναι k (αριθµός συµβόλων ανά 
µήνυµα) (θετικός ακέραιος µικρότερος από n έτσι ώστε το (n-k) να είναι άρτιος) και ο 
αριθµός των απαιτουµένων bits ελέγχου ισοτιµίας για να είναι δυνατή η διόρθωση e0 
λαθών είναι (n-k)=n-2e0= 2m-1. Ο αριθµός m των bits/σύµβολο, είναι ακέραιος αριθµός 
µεταξύ του 3 και του 16. Με δεδοµένες τις προηγούµενες παραµέτρους, ο κώδικας Reed-
Solomon είναι δυνατό να διορθώσει µέχρι 2/)( knt −=  λάθη (error-correction capability 
of the code). Οι κώδικες Reed-Solomon παρουσιάζουν ελάχιστη απόσταση ίση µε   
dmin=(n-k+1) γεγονός που τους καθιστά ιδιαίτερα ελκυστικούς.  
 
 
10. Ταξινόµηση κωδίκων 
 

Η ταξινόµηση των κωδίκων, µπορεί να γίνει κατανοητή µε τη βοήθεια του 
επόµενου πίνακα: 
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xi 
x1 
x2 
x3 
x4 

Κώδικας 1
00 
01 
00 
11 

Κώδικας 2 
00 
01 
10 
11 

Κώδικας 3
0 
1 
00 
11 

Κώδικας 4 
0 
10 
110 
111 

Κώδικας 5 
0 
01 
011 
0111 

Κώδικας 6 
1 
01 
001 
0001 

 
Κώδικες σταθερού µήκους: είναι ο κώδικας που κάθε κωδική του λέξη έχει σταθερό 
µήκος. Οι κώδικες 1 και 2 του προηγούµενου πίνακα έχουν σταθερό µήκος 2. 
 
Κώδικες µεταβλητού µήκους: κώδικας µεταβλητού µήκους είναι ο κώδικας του οποίου 
το µήκος της κωδικής λέξης δεν είναι σταθερό. Όλοι οι κώδικες του προηγούµενου 
πίνακα, εκτός από τους κώδικες 1 και 2, είναι µεταβλητού µήκους. 
 
Ευκρινείς κώδικες: ένας κώδικας ονοµάζεται ευκρινής αν κάθε κωδική λέξη του 
ξεχωρίζει από τις άλλες κωδικές λέξεις. Όλοι οι κώδικες του προηγούµενου πίνακα εκτός 
από τον κώδικα 1 είναι ευκρινείς. 
 
Κώδικες χωρίς πρόθεµα: κώδικας στον οποίο δεν σχηµατίζεται µία κωδική λέξη µε 
πρόσθεση κωδικών συµβόλων σε άλλη κωδική λέξη ονοµάζεται κώδικας χωρίς πρόθεµα. 
Οι κώδικες 2, 4 και 6 του προηγούµενου πίνακα είναι κώδικες χωρίς πρόθεµα. 
 
Μοναδικά αποκωδικοποιούµενοι κώδικες: ένας κώδικας είναι µοναδικά 
αποκωδικοποιούµενος αν η αρχική ακολουθία πηγής µπορεί να αναδοµηθεί τέλεια από την 
κωδικοποιηµένη δυαδική ακολουθία. Στον προηγούµενο πίνακα, ο κώδικας 3 δεν είναι 
µοναδικά αποκωδικοποιούµενος κώδικας γιατί π.χ. η δυαδική ακολουθία 1001 µπορεί να 
αντιστοιχεί στις ακολουθίες πηγής x2 x3 x2 ή x2 x1 x1 x2.  Στον προηγούµενο πίνακα ο 
κώδικας 5 είναι µοναδικά αποκωδικοποιούµενος επειδή το bit 0, δείχνει την αρχή κάθε 
κωδικής λέξης του κώδικα.  
 
Στιγµιαίοι κώδικες: ένας µοναδικά αποκωδικοποιούµενος κώδικας ονοµάζεται στιγµιαίος 
κώδικας αν το τέλος οποιασδήποτε κωδικής λέξης αναγνωρίζεται χωρίς να εξεταστούν 
επόµενα κωδικά σύµβολα. Οι στιγµιαίοι κώδικες έχουν την ιδιότητα ότι καµία κωδική 
λέξη δεν είναι πρόθεµα κάποιας άλλης κωδικής λέξης. 
 
Βέλτιστοι κώδικες: ένας κώδικας είναι βέλτιστος αν είναι στιγµιαίος και έχει ελάχιστο 
µέσο µήκος για δεδοµένη κατανοµή πιθανοτήτων για τα σύµβολα της πηγής πληροφορίας.  
 
 
 
11. Συγκεραστικοί κώδικες 
 

Στους συγκεραστικούς κώδικες, η κωδικοποίηση πραγµατοποιείται πάνω σε ένα 
ολόκληρο διάστηµα της ροής των συµβόλων του µηνύµατος που ονοµάζεται διάστηµα 
εξαναγκασµού. Συνεπώς, πετυχαίνεται κωδικοποίηση µε συνεχή τρόπο χωρίς να είναι 
απαραίτητη η κατάτµησή τους σε µπλοκ όπως στους γραµµικούς κώδικες µπλοκ. 
Πρακτικά η κωδικοποίηση γίνεται µε τη χρήση καταχωρητών ολισθητών (shift registers) 
δηλαδή µία παράθεση από µνήµες µε ένα εξωτερικό ρολόι. 

Ένας συγκεραστικός κώδικας µε διάστηµα εξαναγκασµού k δηµιουργείται µε το 
συνδυασµό των k εξόδων ενός ολισθητή k-βαθµίδων και µε τη βοήθεια υ αθροιστών 
modulo-2. Οι έξοδοι υ1 υ1, υ2,…, υυ των αθροιστών δειγµατοληπτούνται από έναν 
κατάλληλο διακόπτη. Έτσι παράγονται υ ψηφία εξόδου για κάθε ένα ψηφίο εισόδου. Η 
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παραγωγή των υ ψηφίων εξόδου γίνεται µε τη βοήθεια εξισώσεων οι οποίες θα πρέπει να 
µας είναι γνωστές.  

 
Παράδειγµα 
 

Στο επόµενο σχήµα παρουσιάζεται διάταξη συγκεραστικού κωδικοποιητή ο οποίος 
έχει k=4 και υ=3.  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στη προηγούµενη διάταξη οι εξισώσεις παραγωγής των ψηφίων της εξόδου είναι οι 
παρακάτω: 

4313

43212

11

SSSU
SSSSU

SU

⊕⊕=
⊕⊕⊕=

=
 

 
Αν έχουµε στον προηγούµενο συγκεραστικό κωδικοποιητή ως είσοδο το µήνυµα 

(1011), τότε για κάθε ένα από τα τέσσερα bits παράγεται µία τριάδα (3 bits εξόδου) 
ψηφίων εξόδου όπως αναλύεται στη συνέχεια: 

 
Bit 1: U1=1, U2=1, U3=1  (έξοδος 111) 
Bit 0: U1=0, U2=1, U3=0  (έξοδος 010) 
Bit 1: U1=1, U2=0, U3=0  (έξοδος 100) 
Bit 1: U1=1, U2=1, U3=0  (έξοδος 110) 

Ασκήσεις 
 
1. Να κατασκευαστεί διάγραµµα συγκεραστικού κωδικοποιητή µε ολισθητές και 

αθροιστές modulo-2 στον οποίο οι εξισώσεις των εξόδων του δίνονται από τις 
εξισώσεις: 

 

S1 S2 S3 S4 

έξοδος 

δεδοµένα 

U1 U2 U3
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213

12

3211

SSU
SU

SSSU

⊕=
=

⊕⊕=
 

Να βρεθεί επίσης η έξοδος του κωδικοποιητή για µήνυµα εισόδου (10110). 
(Απάντηση: η έξοδος είναι: 111101011010001) 
 
12. Κώδικες διόρθωσης καταιγισµού σφαλµάτων 
 
 Οι γραµµικοί κώδικες µπλοκ είναι σχεδιασµένοι για τη διόρθωση τυχαίων 
σφαλµάτων δηλαδή σφαλµάτων τα οποία εµφανίζονται τα καθένα ανεξάρτητα από τα 
άλλα σφάλµατα του καναλιού. Σε µερικά όµως κανάλια επικοινωνίας (π.χ. σε ένα κανάλι 
µε διαλείψεις (fading channel) ή σε µία φθορά ενός CD (χάραξη)) τα σφάλµατα 
εµφανίζονται κατά ακολουθίες (ριπές) δηλαδή παρουσιάζουν καταιγιστική συµπεριφορά. 
Σε τέτοιες περιπτώσεις καναλιών επικοινωνίας εφαρµόζουµε τις µεθόδους διόρθωσης 
καταιγιστικών σφαλµάτων και συγκεκριµένα προχωρούµε στη “σύµπλεξη” των κωδικών 
λέξεων (interleaving).Με τη σύµπλεξη των κωδικών λέξεων η θέση των σφαλµάτων 
πετυχαίνουµε να µην είναι σειριακή αλλά να µοιάζει τυχαία δηλαδή ο καταιγισµός να 
διασκορπίζεται. Συνεπώς το πλήθος των σφαλµάτων ανά κωδική λέξη είναι µικρό. Στο 
δέκτη αντίστοιχα εισάγεται διάταξη αποσυµπλέκτη (de-interleaver) που εκτελεί τη 
ακριβώς αντίστροφη διαδικασία. Στο επόµενο σχήµα παρουσιάζεται µία διάταξη 
κωδικοποίησης, σύµπλεξης των κωδικών λέξεων, διαµόρφωσης, εκποµπής και αντίστροφα 
αποδιαµόρφωσης, αποσύµπλεξης και τέλος αποκωδικοποίησης. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
13. Εφαρµογές των κωδίκων  
 
 Στη παράγραφο αυτή δίνονται κάποιες από τις εφαρµογές των κωδίκων σε 
συστήµατα επικοινωνιών αλλά µε την παρατήρηση ότι οι εφαρµογές τους είναι 
ανεξάντλητες και δεν µπορούν να περιγραφτούν µόνο µέσα σε λίγες παραγράφους αλλά 
µπορούν να αποτελέσουν αντικείµενο ενός ξεχωριστού συγγράµµατος. 

 
Κωδικοποιητής 

 
Συµπλέκτης 

 
∆ιαµορφωτής

Κανάλι 
επικοινωνίας

 
Αποδιαµορφωτής

 
Αποσυµπλέκτης 

 
Αποκωδικοποιητής
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Κώδικες µπλοκ: όταν τα σφάλµατα παρουσιάζονται οµοιόµορφα και τυχαία στα 
εισερχόµενα µπλοκ πληροφορίας τότε εφαρµόζουµε κώδικες µπλοκ. Συνήθως οι κώδικες 
µπλοκ βρίσκουν εφαρµογή σε κανάλι µε AWGN θόρυβο. Περιπτώσεις τέτοιων καναλιών 
επικοινωνίας είναι οι χερσαίες τηλεφωνικές ζεύξεις.  
 
Κώδικες διόρθωσης καταιγισµού σφαλµάτων: στις επικοινωνίες κινητών, τα σφάλµατα 
στη λαµβανόµενη πληροφορίας εµφανίζονται σε οµάδες (ριπές) λόγω των διαλείψεων του 
καναλιού και λόγω της κίνησης του χρήστη. Έτσι σε αυτές τις περιπτώσεις µε τους 
κώδικες διόρθωσης καταιγισµού σφαλµάτων, πετυχαίνεται η κατανοµή των σφαλµάτων να 
είναι οµοιόµορφη. 
 
Κώδικες Reed-Solomon: Οι κώδικες Reed-Solomon βρίσκουν εφαρµογή στις κινητές 
επικοινωνίες και στα τµήµατα µηχανισµών διόρθωσης σφαλµάτων των CD που 
συµβαίνουν στην επιφάνειά τους. Θα πρέπει να ειπωθεί ότι οι κώδικες Reed-
Solomonπαρουσιάζουν µεγάλη ελάχιστη απόσταση, έχουν καλές διορθωτικές ιδιότητες 
και καλές επιδόσεις σε περιπτώσεις που τα σφάλµατα είναι µάλλον καταιγιστικά παρά 
τυχαία. Τέλος, πολλές φορές συνδυάζονται σε σειρά µε έναν δυαδικό κώδικα (π.χ. µε έναν 
κώδικα µπλοκ ή ένα συνελικτικό κώδικα) 
 
Κώδικες για µακρινές διαστηµικές επικοινωνίες: στη συγκεκριµένη κατηγορία ζεύξεων 
έχουµε χαµηλή τιµή του SNR, µικρή τιµή εκποµπής από φωτοβολταϊκά στοιχεία και 
θόρυβο AWGN. Εδώ χρησιµοποιούνται κώδικες µπλοκ και συνελεκτικοί κώδικες 
 
Κωδικοποίηση για κανάλια περιορισµένου εύρους ζώνης συχνοτήτων: η 
κωδικοποίηση οδηγεί σε αύξηση του εύρους ζώνης συχνοτήτων του τελικά εκπεµπόµενου 
σήµατος. Στην πράξη όµως έχουµε περιορισµούς στο διαθέσιµο εύρος ζώνης συχνοτήτων 
π.χ. στη σχεδίαση των modem των τηλεφωνικών καναλιών. Στη περίπτωση αυτή 
πραγµατοποιείται συνδυασµός µιας µεθόδου κωδικοποίησης και διαµόρφωσης που 
ονοµάζεται trellis-κωδικοποιηµένη διαµόρφωση (trellis coded modulation) 
 
Αλυσιδωτοί κώδικες: οι συγκεκριµένοι κώδικες αποτελούνται από δύο κώδικες, έναν 
εσωτερικό (συνήθως δυαδικός κώδικας µπλοκ ή συγκεραστικός κώδικας) και ένα 
εξωτερικό κώδικα (συνήθως κώδικας Reed-Solomon). H επίδοση του εσωτερικού κώδικα 
έχει τη µεγαλύτερη επίπτωση στις συνολικές επιδόσεις του κώδικα 
 
Κώδικες συστηµάτων διάχυτου φάσµατος: Στα συστήµατα διάχυτου φάσµατος, η επιλογή 
των ακολουθιών κωδικοποίησης (κωδικές λέξεις) που θα χρησιµοποιηθούν για τη διάχυση 
του φάσµατος του σήµατος της πληροφορίας, είναι πολύ σηµαντική για τη λειτουργία και 
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την απόδοση των συστηµάτων αυτών, [15]. Συγκεκριµένα οι ιδιότητες των ακολουθιών 
κωδικοποίησης όπως ο τύπος, ο ρυθµός και το µήκος τους είναι σηµαντικές παράµετροι 
στη σχεδίαση των συστηµάτων διάχυτου φάσµατος. 

Η ακολουθία κωδικοποίησης που χρησιµοποιείται για τη διάχυση του φάσµατος του 
σήµατος πληροφορίας πρέπει θεωρητικά να είναι τυχαία, απείρου µήκους και υψηλού 
ρυθµού. Όµως πρακτικά αυτό δεν είναι δυνατό γιατί στα συστήµατα διάχυτου φάσµατος 
απαιτείται στο δέκτη του συστήµατος να παραχθεί µια ακολουθία πανοµοιότυπη και 
σύγχρονη µε αυτή που έχει χρησιµοποιηθεί στον ποµπό του συστήµατος κάτι που είναι 
αδύνατο αν η ακολουθία είναι τυχαία. Έτσι στη πράξη οι ακολουθίες που 
χρησιµοποιούνται µοιάζουν να είναι τυχαίες αλλά στην πραγµατικότητα παρουσιάζουν µια 
“κανονικότητα”. Οι ακολουθίες αυτές ονοµάζονται ψευδοτυχαίες ή ακολουθίες 
ψευδοθορύβου (Pseudo-random, Pseudo-noise sequences, PN) και είναι νοµοτελειακές µε 
πεπερασµένο µήκος. Οι ακολουθίες αυτές ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες: 
 

• είναι εύκολο να παραχθούν 
• έχουν τυχαίες ιδιότητες  
• έχουν µεγάλες περιόδους επανάληψης 
• είναι δύσκολο να αναπαραχθούν από ένα µικρό τµήµα τους. 

 
Στη πράξη οι ακολουθίες που χρησιµοποιούνται στα συστήµατα διάχυτου φάσµατος 

είναι οι γραµµικές ακολουθίες µεγίστου µήκους (Linear Μaximal Length Sequence, LMLS) 
ή διαφορετικά γνωστές σαν ψευδοτυχαίες ακολουθίες µεγίστου µήκους ή m-ακολουθίες 
(Pseudo-noise maximal length sequence, m-sequences). Από τις ακολουθίες αυτές 
παράγονται και άλλες ακολουθίες, όπως οι Gold ακολουθίες, οι οποίες είναι εύκολο να 
παραχθούν και έχουν χαρακτηριστικά τυχαιότητας. 

Στη συνέχεια περιγράφονται συνοπτικά, οι ιδιότητες και τα χαρακτηριστικά των 
ψευδοτυχαίων ακολουθιών µεγίστου µήκους. Οι ακολουθίες αυτές έχουν µεγάλη περίοδο 
επανάληψης, όπως έχει ειπωθεί, και υλοποιούνται µε µια απλή διάταξη γεννήτριας 
(Pseudo-random Generator, PRG) που αποτελείται από ένα καταχωρητή ολίσθησης µε 
γραµµική ανατροφοδότηση (linear feedback shift register) όπως φαίνεται στο επόµενο 
σχήµα. Ο καταχωρητής ολίσθησης µήκους m αποτελείται από m flip-flops (FF) 
ελεγχόµενα από το ίδιο εξωτερικό ρολόι. Σε κάθε παλµό ρολογιού το περιεχόµενο 
καθεµιάς βαθµίδας FF ολισθαίνει στην αµέσως επόµενη βαθµίδα. Για την αποφυγή της 
πιθανότητας ο καταχωρητής ολίσθησης να µην έχει περιεχόµενο µετά από m διαδοχικούς 
παλµούς του ρολογιού, χρησιµοποιείται µια λογική συνάρτηση (logical function) των 
καταστάσεων των m FF για την ανατροφοδότηση της πρώτης βαθµίδας του καταχωρητή 
ολίσθησης, (είσοδος του πρώτου FF). Σε έναν γραµµικού τύπου καταχωρητή ολίσθησης, η 
συνάρτηση ανατροφοδότησης λαµβάνεται µέσω ενός αθροιστή modulo-2.    
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Ο αριθµός των δυαδικών ψηφίων µετά από τον οποίο η ακολουθία επαναλαµβάνεται 

λέγεται περίοδος (Ν) και δίνεται από τη σχέση: 
                                                           12N m −=                                                       (12.1)      

όπου m είναι ο αριθµός των χρησιµοποιούµενων FF. Γενικά, η περίοδος επανάληψης Ν 
της ακολουθίας, εξαρτάται από τον αριθµό των βαθµίδας της γεννήτριας της ψευδοτυχαίας 
ακολουθίας, την αρχική κατάσταση του καταχωρητή και τους συντελεστές βαρύτητας 
Ci=0,1 (i=1,2,…,m). Είναι δυνατό µε κατάλληλο συνδυασµό των συντελεστών βαρύτητας 
Ci να επιτευχθεί µέγιστη περίοδος επανάληψης της ακολουθίας, οπότε αυτή γίνεται 
ανεξάρτητη της αρχικής κατάστασης του καταχωρητή ολίσθησης. 

Οι βασικές ιδιότητες των ακολουθιών µεγίστου µήκους είναι οι εξής: 
 

• “ιδιότητα ισορροπίας” (balance property): Ο αριθµός των λογικών  “1” είναι πάντα 
κατά ένα µεγαλύτερος του αριθµού των λογικών “0”. Eτσι ένας καταχωρητής 
ολίσθησης µήκους m θα έχει 1m2 −  λογικά “1” και 12 1m −−  λογικά “0” 

• “ιδιότητα εµφάνισης διαδοχικών “1” και”0” (run property): Στατιστικά η κατανοµή 
των λογικών είναι καθορισµένη και πάντα η ίδια. Συγκεκριµένα, στη διάρκεια της 
περιόδου Ν κάθε ακολουθίας µεγίστου µήκους, το πλήθος εµφάνισης q διαδοχικών 
λογικών “1” ή “0” είναι 2)-q(m2 −  

• “ιδιότητα αυτοσυσχέτισης” (autocorrelation property): η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης 
Rx(τ) (autocorrelation function) µιας ακολουθίας µεγίστου µήκους παίρνει δύο τιµές: 
για µηδενική ολίσθηση παίρνει τη µέγιστη τιµή της, δηλαδή 12N m −= , ενώ για 
οποιαδήποτε άλλη ολίσθηση µεγαλύτερη του ενός bit παίρνει την τιµή –1.  

 
 Οι προηγούµενες ιδιότητες των ακολουθιών µεγίστου µήκους ικανοποιούν τα 
βασικά αξιώµατα της τυχαιότητας,. Σηµαντική ιδιότητα των ακολουθιών κωδικοποίησης 

έξοδος 

Αθροιστής modulo-2 

                                                                        
FF                            FF                                                                         FF 

        

C1 C2 Cm

C

ρολόι 
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που χρησιµοποιούνται στα συστήµατα διάχυτου φάσµατος είναι η συνάρτηση 
ετεροσυσχέτισης (crosscorrelation function) Ψcross  που ορίζεται ως εξής:  

                                                   ∫
+∞

∞−

⋅⋅= dτ τ)-g(t f(t)ψ cross                                            (12.2)         

όπου f(t) και g(t) είναι δύο διαφορετικές ακολουθίες κωδικοποίησης και τ η χρονική 
µετατόπιση. ∆ηλαδή η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης, περιγράφει ποσοτικά την “οµοιότητα” 
µεταξύ δύο ακολουθιών κωδικοποίησης και έχει ιδιαίτερη σηµασία στα συστήµατα 
πολλαπλής προσπέλασης µε χρήση κώδικα (Code Division Multiple Access, CDMA) και 
στα συστήµατα απόρριψης παρεµβολών. Έτσι σε ένα σύστηµα πολλαπλής προσπέλασης 
µε χρήση κώδικα, ο δέκτης από ένα σύνολο σηµάτων που λαµβάνει πρέπει µέσω 
συγκεκριµένης και όσο το δυνατό µοναδικής ακολουθίας κωδικοποίησης να αναδείξει το 
επιθυµητό σήµα ενώ στα συστήµατα απόρριψης παρεµβολών κάθε ακολουθία που 
χρησιµοποιείται πρέπει να έχει µικρή τιµή συνάρτησης αυτοσυσχέτισης µε κάθε άλλη 
ώστε ο παρεµβολέας να µην µπορεί να επιδράσει εύκολα στο σήµα της πληροφορίας αν 
εκπέµπει χρησιµοποιώντας ακολουθία που δεν διαφέρει αρκετά από αυτή που 
χρησιµοποιεί ο συγκεκριµένος δέκτης.    
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