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Û‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÂÈÎfiÓ·˜

™ÎÔfi˜

Σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι η µελέτη των σηµάτων και συστηµάτων δια-

κριτού χρόνου, η εξοικείωση µε τη διαδικασία της δειγµατοληψίας αναλογικών σηµά-

των και η κατανόηση της έννοιας της γραµµικής συνέλιξης για τον υπολογισµό της

απόκρισης των ψηφιακών συστηµάτων.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Λαµβάνετε δείγµατα αναλογικών σηµάτων

• Aναλύετε τα σήµατα διακριτού χρόνου σε άθροισµα µοναδιαίων κρουστικών

• Yπολογίζετε την απόκριση συστηµάτων διακριτού χρόνου µε τη βοήθεια της γραµ-

µικής συνέλιξης

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Γραµµική συνέλιξη

• Θεώρηµα δειγµατοληψίας

• Μοναδιαία κρουστική ακολουθία

• Ψηφιακό σήµα

• Ψηφιακό σύστηµα

• Σήµα / Σύστηµα διακριτού χρόνου

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Η εντυπωσιακή ανάπτυξη της µικροηλεκτρονικής και των υπολογιστών είχε καθορι-

στική επίδραση στην ψηφιακή επεξεργασία σηµάτων και εικόνων. Οι τεχνικές ψηφια-

κής επεξεργασίας σηµάτων χρησιµοποιούνται σήµερα σε πολλές περιοχές της επι-

στήµης και της τεχνολογίας, όπως για παράδειγµα τις επικοινωνίες, την αεροναυτι-

κή, τη σεισµολογία, τη βιοϊατρική τεχνολογία.

1∫ ∂ º∞§∞π√
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Ως σήµα ορίζουµε το σύνολο των τιµών που λαµβάνει µια φυσική ποσότητα. Μαθη-

µατικά αυτό εκφράζεται ως συνάρτηση ή ακολουθία µιας ή περισσοτέρων ανεξάρτη-

των µεταβλητών. Τα σήµατα περιέχουν πληροφορία σχετικά µε τη συµπεριφορά ή τη

φύση ενός φαινοµένου.

Τα σήµατα χωρίζονται σε κατηγορίες ανάλογα µε τον τύπο και το πλήθος των µετα-

βλητών. Έτσι, ανάλογα µε το αν η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι συνεχής ή διακριτή,

έχουµε σήµατα συνεχούς ή διακριτού χρόνου. (Θα αναφερθούµε αναλυτικά σ’ αυτά

στις ενότητες 1.2 και 1.3). Ανάλογα µε το πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών έχου-

µε σήµατα µίας µεταβλητής ή διάστασης (µονοδιάστατα, 1–D), δύο µεταβλητών ή

διαστάσεων (διδιάστατα, 2–D) και πολλών µεταβλητών ή διαστάσεων (πολυδιάστα-

τα, N–D). Παράδειγµα µονοδιάστατου σήµατος είναι η οµιλία (speech), όπου η ανε-

ξάρτητη µεταβλητή είναι ο χρόνος και η εξαρτηµένη µεταβλητή η ακουστική πίεση

(Σχήµα 1.1α). Μια εικόνα (φωτογραφία) αποτελεί χαρακτηριστικό παράδειγµα σήµα-

τος δύο διαστάσεων. Εδώ η εξαρτηµένη µεταβλητή είναι η φωτεινότητα της εικόνας

και οι δύο ανεξάρτητες µεταβλητές είναι οι δύο χωρικές συντεταγµένες (Σχήµα 1.1β).

Τέλος, παράδειγµα σήµατος τριών διαστάσεων είναι η ακολουθία εικόνων (video),

όπου οι δύο ανεξάρτητες µεταβλητές είναι χωρικές και η τρίτη είναι ο χρόνος (Σχήµα

1.1γ). Η εξαρτηµένη µεταβλητή είναι και εδώ η φωτεινότητα της κάθε εικόνας.

Το καθένα από τα παραπάνω σήµατα είναι απαραίτητο να το επεξεργαστούµε µε

στόχο να βελτιώσουµε την ποιότητά του, να εξαγάγουµε τη χρήσιµη πληροφορία και

y
t

x

(α)

(β) (γ)

™¯‹Ì· 1.1 

Παραδείγµατα
σηµάτων 

(α) οµιλίας (µιας
διάστασης), 

(β) εικόνας (δύο
διαστάσεων), και

(γ) ακολουθίας
εικόνων (τριών
διαστάσεων)
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να εξαλείψουµε κατά το δυνατόν το θόρυβο, να το αποθηκεύσουµε ή να το µεταδώ-

σουµε. Στο βιβλίο αυτό θα µελετήσουµε ορισµένες από τις πιο συνηθισµένες διαδι-

κασίες επεξεργασίας που χρησιµοποιούνται για τους σκοπούς αυτούς.

Σ’ αυτό το κεφάλαιο θα µελετήσουµε τις βασικές έννοιες των σηµάτων και συστη-

µάτων διακριτού χρόνου. Στην ενότητα 1.1 θα αναφερθούµε στα πλεονεκτήµατα και

µειονεκτήµατα της ψηφιακής επεξεργασίας σηµάτων. Στην ενότητα 1.2 θα γνωρί-

σουµε τα αναλογικά και ψηφιακά σήµατα, και τα σχετικά µε τη µετατροπή των ανα-

λογικών σε ψηφιακά. Στην ενότητα 1.3 θα δούµε τα βασικά σήµατα διακριτού χρό-

νου, καθώς και τις στοιχειώδεις πράξεις που µπορούµε να εφαρµόσουµε σ’ αυτά.

Τέλος, στην ενότητα 1.4 θα ασχοληθούµε µε τα συστήµατα διακριτού χρόνου και την

πράξη της γραµµικής συνέλιξης.

1 3E π ™ ∞ ° ø ° π ∫ ∂ ™  ¶ ∞ ƒ∞∆ ∏ ƒ ∏ ™ ∂ π ™
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1.1 æËÊÈ·Î‹ ÂÂÍÂÚÁ·Û›· Û‹Ì·ÙÔ˜

Η ψηφιακή επεξεργασία σήµατος ασχολείται µε την ψηφιακή αναπαράσταση των

σηµάτων και την ανάλυση, τροποποίηση και εξαγωγή πληροφοριών από αυτά, µε τη

βοήθεια ψηφιακών επεξεργαστών. Περιπτώσεις κατά τις οποίες θέλουµε να αφαι-

ρέσουµε τον θόρυβο από ένα σήµα ή να βρούµε το µετασχηµατισµό Fourier κάποι-

ων δεδοµένων ή να δώσουµε σ’ ένα σήµα µορφή πιο κατάλληλη για επεξεργασία

και ανάλυση της πληροφορίας που εµπεριέχει, αποτελούν παραδείγµατα της ψηφια-

κής επεξεργασίας σήµατος. Αυτή χρησιµοποιείται όλο και περισσότερο σε πολλές

περιοχές εφαρµογών όπου παραδοσιακά χρησιµοποιούνταν αναλογικές µορφές επε-

ξεργασίας, αλλά και σε νέες εφαρµογές στις οποίες οι αναλογικές µέθοδοι είναι

δύσκολο ή και αδύνατον να χρησιµοποιηθούν. Το γεγονός αυτό οφείλεται στα πλε-

ονεκτήµατα που παρουσιάζει η ψηφιακή επεξεργασία σήµατος.

Υπάρχουν πολλοί λόγοι για τους οποίους θα προτιµούσαµε την ψηφιακή επεξεργα-

σία ενός σήµατος έναντι της αναλογικής. Κατά πρώτιστο λόγο, ένα ψηφιακό προ-

γραµµατιζόµενο σύστηµα παρουσιάζει µεγάλη ευελιξία στην τροποποίηση των πρά-

ξεων ψηφιακής επεξεργασίας µε µια απλή µετατροπή του προγράµµατος. Μια τέτοια

τροποποίηση ενός αναλογικού συστήµατος συνεπάγεται την επανασχεδίαση του

κυκλώµατος και συνεπακόλουθο έλεγχο και επιβεβαίωση (testing and verification)

της ορθής λειτουργίας του.

Η ακρίβεια (accuracy) παίζει επίσης πολύ σπουδαίο ρόλο. Η ανοχή των στοιχείων

των αναλογικών κυκλωµάτων καθιστά δύσκολο τον προσδιορισµό της ακρίβειας

ενός αναλογικού συστήµατος επεξεργασίας. Στην περίπτωση ενός ψηφιακού συστή-

µατος, ο έλεγχος της πιστότητας των προδιαγραφών είναι πολύ πιο εύκολος.

Τα ψηφιακά σήµατα αποθηκεύονται σε µαγνητικά ή οπτικά µέσα (λ.χ. µαγνητικούς

ή οπτικούς δίσκους, ταινίες, κ.ά.) χωρίς υποβάθµιση της πιστότητάς τους, πέραν

αυτής που υπεισήλθε στη διαδικασία µετατροπής τους από αναλογικά σε ψηφιακά.

Έτσι, δίνεται η δυνατότητα µεταφοράς και επεξεργασίας τέτοιων σηµάτων σε µη

πραγµατικό χρόνο. Επιπλέον, δίνεται η δυνατότητα εφαρµογής πιο περίπλοκων

αλγορίθµων επεξεργασίας σήµατος. Συνήθως η υλοποίηση µαθηµατικών πράξεων

µεγάλης ακρίβειας είναι δύσκολο να γίνει σε σήµατα τα οποία βρίσκονται σε ανα-

λογική µορφή, πράγµα όµως που είναι συνηθισµένο και εύκολο να γίνει σε ένα

ψηφιακό σήµα το οποίο επεξεργαζόµαστε µε έναν υπολογιστή και µε κατάλληλο

λογισµικό.

Σε πολλές περιπτώσεις, η ψηφιακή επεξεργασία ενός σήµατος έχει χαµηλότερο

κόστος από την αντίστοιχη αναλογική. Αυτό µπορεί να οφείλεται είτε στο ότι το
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υλικό (hardware) σήµερα είναι φθηνότερο είτε στην ευελιξία που παρέχεται λόγω

της ψηφιακής υλοποίησης.

Αποτέλεσµα των πλεονεκτηµάτων της ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος είναι η διαρ-

κώς αυξανόµενη χρήση της σε όλο και περισσότερους τοµείς εφαρµογών, όπως στην

επεξεργασία οµιλίας, στη µετάδοση σήµατος σε τηλεφωνικά κανάλια, στη σεισµο-

λογία, στη γεωφυσική, στην ιατρική, στην εξερεύνηση του διαστήµατος, στη µετε-

ωρολογία, κ.ά.

Φυσικά, η ψηφιακή επεξεργασία σήµατος έχει και τα όριά της, τα οποία οφείλονται

στους περιορισµούς που τίθενται στην ταχύτητα λειτουργίας των µετατροπέων ανα-

λογικού σήµατος σε ψηφιακό, καθώς και στους ίδιους τους ψηφιακούς επεξεργαστές

σήµατος. Έτσι, σήµατα µε εξαιρετικά µεγάλο εύρος συχνοτήτων, για παράδειγµα,

σήµατα µε εύρος συχνοτήτων της τάξεως των 100 MHz, υφίστανται επεξεργασία

ακόµα και σήµερα µε αναλογικές µεθόδους.

1.2 T‡ÔÈ ÛËÌ¿ÙˆÓ

Τα σήµατα ταξινοµούνται σε δύο µεγάλες κατηγορίες: στα σήµατα συνεχούς χρόνου

και στα σήµατα διακριτού χρόνου. Συνήθως, ως ανεξάρτητη µεταβλητή χρησιµοποι-

είται ο χρόνος, χωρίς όµως να αποκλείεται η ανεξάρτητη µεταβλητή να είναι κάποιο

άλλο φυσικό µέγεθος, όπως για παράδειγµα η απόσταση, η θερµοκρασία ή η πίεση.

Παρ’ όλα αυτά έχει επικρατήσει να µιλάµε για σήµατα διακριτού χρόνου.

Στα σήµατα συνεχούς χρόνου (continuous time) η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι συνε-

χής, δηλαδή τα σήµατα αυτά ορίζονται για οποιαδήποτε τιµή της ανεξάρτητης µετα-

βλητής. Η εξαρτηµένη µεταβλητή, δηλαδή το πλάτος (amplitude) του σήµατος, είναι

και αυτή συνεχής. Γι’ αυτό και τα σήµατα αυτά αναφέρονται και ως σήµατα συνε-

χούς χρόνου συνεχούς πλάτους ή αναλογικά σήµατα (Σχήµα 1.2α). Παραδείγµατα

τέτοιων σηµάτων είναι η οµιλία ως συνάρτηση του χρόνου ή η ατµοσφαιρική πίεση

ως συνάρτηση του ύψους. Ένα αναλογικό σήµα περιγράφεται από µια συνάρτηση

x(t), όπου t πραγµατικός αριθµός.

Στα σήµατα διακριτού χρόνου (discrete time) η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι διακρι-

τή, δηλαδή τα σήµατα αυτά ορίζονται µόνο για συγκεκριµένες τιµές της ανεξάρτητης

µεταβλητής. Με άλλα λόγια, η ανεξάρτητη µεταβλητή παίρνει τιµές από ένα διακρι-

τό σύνολο τιµών. Η εξαρτηµένη µεταβλητή, δηλαδή το πλάτος του σήµατος, είναι

συνεχής. Γι’ αυτό και τα σήµατα αυτά αναφέρονται και ως σήµατα διακριτού χρόνου

συνεχούς πλάτους (Σχήµα 1.2β). Παραδείγµατα τέτοιων σηµάτων είναι ο δείκτης

Dow–Jones ως συνάρτηση του χρόνου (λ.χ. ανά ηµέρα) ή το κατά κεφαλήν εισόδη-

1 51 . 2  T À ¶ √ π  ™ ∏ ª ∞∆ ø ¡
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µα ως συνάρτηση του τόπου διαµονής. Στη περίπτωση που και η εξαρτηµένη µετα-

βλητή παίρνει διακριτές τιµές, τότε µιλάµε για σήµατα διακριτού χρόνου διακριτού

πλάτους ή ψηφιακά σήµατα (Σχήµα 1.2γ). Ένα σήµα διακριτού χρόνου συµβολίζεται

συνήθως ως x(n), όπου n ακέραιος. Πρόκειται για µία ακολουθία (sequence) αριθ-

µών, γι’ αυτό συχνά αναφερόµαστε στο σήµα αυτό και ως ακολουθία.

Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη των βασικών σηµάτων διακριτού χρόνου, θα ήταν

καλό να γνωρίσουµε την έννοια της συχνότητας τόσο για τα σήµατα συνεχούς χρό-

νου όσο και για τα σήµατα διακριτού χρόνου.

x(t) x(n) x(n)

t n n

1

3/4

1/2

1/4

–2
–1

0
1

2
3

–2
–1

0
1

2
3

™¯‹Ì· 1.2

Τύποι σηµάτων:
(α) αναλογικό, 

(β) διακριτού 
χρόνου, 

(γ) ψηφιακό

1.2.1 H ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ ÛÙ· Û‹Ì·Ù·

Η έννοια της συχνότητας είναι βασική και γνωστή σε όλους µας. Την έχουµε συνα-

ντήσει στο ραδιοφωνικό δέκτη που χρησιµοποιούµε ή στο στερεοφωνικό σύστηµα

που έχουµε ή στο φίλτρο που πρέπει να βάλουµε στη φωτογραφική µας µηχανή. Από

τη φυσική γνωρίζουµε ότι η συχνότητα σχετίζεται µε έναν τύπο περιοδικής κίνησης,

η οποία ονοµάζεται αρµονική ταλάντωση, και η οποία περιγράφεται από ηµιτονοει-

δείς συναρτήσεις. Η έννοια της συχνότητας σχετίζεται άµεσα µε την έννοια του χρό-

νου, αφού η διάσταση αυτής είναι το αντίστροφο του χρόνου. Κατά συνέπεια, η φύση

του χρόνου (συνεχής ή διακριτή) αναµένουµε να επηρεάζει τη φύση της συχνότητας.

∏ªπ∆√¡√∂π¢∏ ™∏ª∞∆∞ ™À¡∂Ã√À™ Ãƒ√¡√À

Μία απλή αρµονική ταλάντωση ορίζεται µαθηµατικά από το ηµιτονοειδές σήµα

συνεχούς χρόνου: 

xα(t) = Α⋅cos(Ωt + θ), – ∞ < t < ∞ (1.1)

όπου Α το πλάτος (amplitude) του ηµιτονοειδούς, Ω η συχνότητα σε ακτίνια ανά δευ-

τερόλεπτο (rad/s) και θ η φάση σε ακτίνια (Σχήµα 1.3) Η σχέση (1.1) µπορεί να γρα-

φεί και ως:

xα(t) = Α⋅cos(2πFt + θ), – ∞ < t < ∞ (1.2)
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όταν θέσουµε

Ω = 2πF (1.3)

όπου F η συχνότητα σε κύκλους ανά δευτερόλεπτο ή hertz (Hz). Το αναλογικό αυτό

σήµα παρουσιάζει τις εξής ιδιότητες:

• Είναι περιοδικό: Πράγµατι, για οποιαδήποτε τιµή της συχνότητας F, η συνάρτη-

ση xα(t) είναι περιοδική, δηλαδή xα(t + Τp) = xα(t), όπου Τp = 1/F είναι η βασική

περίοδος του ηµιτονοειδούς σήµατος.

• Για διαφορετικές συχνότητες έχουµε διαφορετικά σήµατα.

• Αύξηση της συχνότητας F συνεπάγεται αντίστοιχη αύξηση του ρυθµού ταλά-

ντωσης του σήµατος, δηλαδή περισσότερες περίοδοι εµπεριέχονται σε ένα συγκε-

κριµένο χρονικό διάστηµα.

1 71 . 2  T À ¶ √ π  ™ ∏ ª ∞∆ ø ¡

™¯‹Ì· 1.3

Παράδειγµα 
αναλογικού 
ηµιτονοειδούς
σήµατος

xa(t)=A cos(2πFt+θ)

Tp=1/F

A

–A

A cosθ

t0

[

Σηµαντική Παρατήρηση

Η συχνότητα είναι από τη φύση της θετική ποσότητα. Αυτό είναι προφανές, αφού η

συχνότητα σε ένα περιοδικό σήµα εκφράζει τον αριθµό των κύκλων στη µονάδα του

χρόνου. Σε ορισµένες περιπτώσεις όµως, για λόγους ευκολίας από µαθηµατικής από-

ψεως, απαιτείται η εισαγωγή αρνητικών συχνοτήτων. Αυτό γίνεται κατανοητό αν

θυµηθούµε ότι το ηµιτονοειδές σήµα (σχέση 1.1) µπορεί να γραφεί και ως:

(1.4)

βασιζόµενοι στην ταυτότητα του Euler e ± jφ = cosφ ± jsinφ. Παρατηρούµε, λοιπόν,

  
x t A t

A
e

A
ej t j t

α
) ))( ) cos( ( (= + = ++ − +Ω Ω Ωθ θ θ

2 2
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ότι το ηµιτονοειδές σήµα µπορεί να προέλθει από την πρόσθεση δύο συζυγών µιγα-

δικών εκθετικών σηµάτων ίσου πλάτους. Τα µιγαδικά εκθετικά σήµατα συνηθίζου-

µε να τα παριστάνουµε ως διανύσµατα πάνω στο µιγαδικό επίπεδο, τα οποία ονο-

µάζουµε φάσορες (phasors). Οι φάσορες της σχέσης (1.4) περιστρέφονται µε γωνια-

κές συχνότητες ± Ω rad/sec. Η θετική συχνότητα αντιστοιχεί σε οµοιόµορφη περι-

στροφή του φάσορα µε φορά αντίθετη της κίνησης των δεικτών του ρολογιού (αρι-

στερόστροφη περιστροφή). Κατά συνέπεια, η αρνητική συχνότητα αντιστοιχεί σε

οµοιόµορφη περιστροφή του φάσορα κατά τη φορά της κίνησης των δεικτών του

ρολογιού (δεξιόστροφη περιστροφή).

Όπως λοιπόν αναφέραµε, για λόγους ευκολίας από (µαθηµατικής απόψεως) θα χρησι-

µοποιούµε θετικές και αρνητικές συχνότητες σε όλη την έκταση αυτού του βιβλίου. Αυτό

σηµαίνει ότι η περιοχή συχνοτήτων των αναλογικών σηµάτων θα είναι – ∞ < F < ∞.

∏ªπ∆√¡√∂π¢∏ ™∏ª∞∆∞ ¢π∞∫ƒπ∆√À Ãƒ√¡√À

Ένα ηµιτονοειδές σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να εκφραστεί ως:

x(n) = Αcos(ωn + θ), – ∞ < n < ∞ (1.5)

όπου n ακέραιη µεταβλητή, η οποία αντιπροσωπεύει τον αριθµό (τη θέση) του δείγ-

µατος, Α το πλάτος του σήµατος, ω η συχνότητα του σήµατος σε ακτίνια ανά δείγ-

µα και θ η φάση σε ακτίνια (Σχήµα 1.4). Η σχέση (1.5) µπορεί να γραφεί και ως:

x(n) = Αcos(2πfn + θ), – ∞ < n < ∞ (1.6)

όταν θέσουµε 

ω = 2πf (1.7)

όπου f η συχνότητα σε κύκλους ανά δείγµα.

x(n)=A cos(ωn + θ)

A

–A

0 n

... ...™¯‹Ì· 1.4

Παράδειγµα ενός
ηµιτονοειδούς

σήµατος διακριτού
χρόνου µε 

ω = π/6 και 
θ = π/3
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Σε αντίθεση µε ένα ηµιτονοειδές σήµα συνεχούς χρόνου, ένα ηµιτονοειδές διακρι-

τού χρόνου παρουσιάζει τις ακόλουθες ιδιότητες:

• Είναι περιοδικό µόνο όταν η συχνότητα του f είναι ρητός αριθµός.

• Τα ηµιτονοειδή σήµατα διακριτού χρόνου των οποίων οι συχνότητες διαφέρουν

κατά ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π είναι ίδια (ταυτίζονται).

• Ο µέγιστος ρυθµός ταλάντωσης ενός ηµιτονοειδούς διακριτού χρόνου επιτυγχά-

νεται για ω = π (ή ω = –π) ή ισοδύναµα για (ή ).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1

Να αποδειχτεί ότι ένα ηµιτονοειδές διακριτού χρόνου είναι περιοδικό µόνο όταν η

συχνότητά του f είναι ρητός αριθµός.

Λύση:

Ένα σήµα διακριτού χρόνου x(n) είναι περιοδικό µε περίοδο Ν (Ν > 0) εάν και µόνον

εάν

x(n + N) = x(n) για όλα τα n (1.8)

Η µικρότερη τιµή του Ν για την οποία επαληθεύεται η σχέση αυτή, ονοµάζεται βασι-

κή περίοδος (fundamental period).

Για να είναι περιοδικό ένα ηµιτονοειδές σήµα διακριτού χρόνου µε συχνότητα f, θα

πρέπει να ισχύει η σχέση cos(2 πf(N + n) + θ) = cos(2πfn + θ). Η σχέση αυτή αλη-

θεύει εάν και µόνο εάν υπάρχει ακέραιος m τέτοιος ώστε 2πfN = 2mπ ή ισοδύναµα

, δηλαδή εάν και µόνο εάν η συχνότητα f µπορεί να γραφεί ως πηλίκο δύο

ακέραιων αριθµών.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2

Να αποδείξετε ότι ηµιτονοειδή σήµατα διακριτού χρόνου, των οποίων οι συχνότη-

τες διαφέρουν κατά ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π, ταυτίζονται.

Λύση:

Έστω το σήµα x(n) = Αcos(ωn + θ) µε συχνότητα ω, και το σήµα x1(n) = Αcos[(ω +

2π)n + θ] µε συχνότητα ω + 2π. Αποδεικνύεται πολύ εύκολα ότι:

x1(n) = Αcos[(ω + 2π)n + θ] = Αcos(ωn + θ+2 πn) = Αcos(ωn + θ) = x(n)

Γενικά, όλα τα ηµιτονοειδή σήµατα διακριτού χρόνου xk(n) = Αcos(ωkn + θ), 

 
f

m
N

=

  
f = − 1

2  
f = 1

2
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k = 0,1,2, … µε ωk = ω + 2kπ, –π ≤ ω ≤ π ταυτίζονται. Μόνο τα ηµιτονοειδή σήµα-

τα διακριτού χρόνου των οποίων οι συχνότητες βρίσκονται στην περιοχή

–π ≤ ω ≤ π ή είναι διαφορετικά, δηλαδή µοναδικά. 

Μπορούµε, εποµένως, να παρατηρήσουµε την ουσιαστική διαφορά µεταξύ των ηµι-

τονοειδών διακριτού χρόνου και των ηµιτονοειδών συνεχούς χρόνου. Στα ηµιτονο-

ειδή συνεχούς χρόνου έχουµε διαφορετικά σήµατα για οποιαδήποτε συχνότητα Ω (ή

F) στην περιοχή –∞ < Ω < ∞ (ή –∞ < F < ∞), ενώ στα ηµιτονοειδή διακριτού χρό-

νου έχουµε διαφορετικά σήµατα για οποιαδήποτε συχνότητα ω (ή f) στην περιοχή

–π ≤ ω ≤ π (ή ).

1.2.2 ªÂÙ·ÙÚÔ‹ Û‹Ì·ÙÔ˜ ·fi ·Ó·ÏÔÁÈÎfi–ÛÂ–„ËÊÈ·Îfi Î·È ·fi
„ËÊÈ·Îfi–ÛÂ–·Ó·ÏÔÁÈÎfi

Τα περισσότερα σήµατα που παρουσιάζουν πρακτικό ενδιαφέρον, όπως για παράδειγµα

η οµιλία, τα βιολογικά σήµατα, τα σεισµικά σήµατα, κ.ά., είναι αναλογικά. Για να επε-

ξεργαστούµε αναλογικά σήµατα µε ψηφιακά µέσα, απαιτείται η µετατροπή αυτών σε

ψηφιακή µορφή, δηλαδή η µετατροπή τους σε µία ακολουθία αριθµών πεπερασµένης

ακρίβειας. Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται µετατροπή αναλογικού–σε–ψηφιακό

(analog–to–digital conversion, Α/D) και τα αντίστοιχα κυκλώµατα ονοµάζονται «µετα-

τροπείς αναλογικού–σε–ψηφιακό» (analog–to–digital converters, ADCs). Η αντί-

στροφη διαδικασία της µετατροπής ενός ψηφιακού σήµατος σε αναλογικό είναι γνω-

στή ως µετατροπή ψηφιακού–σε–αναλογικό (digital–to–analog conversion, D/A) και

γίνεται µε τη βοήθεια κυκλωµάτων τα οποία ονοµάζονται µετατροπείς

«ψηφιακού–σε–αναλογικό» (digital–to–analog converters, DACs).

Η διαδικασία της µετατροπής ενός αναλογικού σήµατος σε ψηφιακό γίνεται σε τρία

στάδια, όπως δείχνουµε στο Σχήµα 1.5.

  
− ≤ ≤1

2
1
2

f

  
− ≤ ≤1

2
1
2

f

Mετατροπέας A/D
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Σήµα

Σήµα[
∆ιακριτού[
Xρόνου

xα(t) xq(n)x(n)
01011...

™¯‹Ì· 1.5
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ψηφιακό
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1. ∆ειγµατοληψία (sampling): Αυτή είναι η διαδικασία µετατροπής ενός σήµατος

συνεχούς χρόνου σε σήµα διακριτού χρόνου, παίρνοντας δείγµατα του σήµατος

συνεχούς χρόνου σε διακριτές στιγµές του χρόνου. Έτσι, αν xα(t) είναι η είσοδος

στο δειγµατολήπτη, τότε η έξοδος αυτού είναι xα(nT)≡x(n), όπου Τ η περίοδος

δειγµατοληψίας.

2. Κβάντιση (quantisation): Πρόκειται για τη διαδικασία µετατροπής ενός σήµατος

διακριτού χρόνου συνεχών τιµών σε σήµα διακριτού χρόνου διακριτών τιµών

(ψηφιακό). Το κάθε δείγµα του σήµατος αντιπροσωπεύεται από µία τιµή η οποία

επιλέγεται από ένα πεπερασµένο σύνολο πιθανών τιµών. Η διαφορά µεταξύ του

αρχικού µη κβαντισµένου δείγµατος x(n) και της κβαντισµένης εξόδου xq(n) απο-

τελεί το λεγόµενο σφάλµα κβάντισης.

3. Κωδικοποίηση (coding): Κατά τη διαδικασία της κωδικοποίησης, κάθε διακριτή
τιµή xq(n) αντιπροσωπεύεται από έναν αριθµό αποτελούµενο από b–bits.

Ας εξετάσουµε ξεχωριστά καθένα από αυτά τα τρία στάδια:

¢∂π°ª∞∆√§∏æπ∞ ∞¡∞§√°π∫ø¡ ™∏ª∞∆ø¡

Η δειγµατοληψία ενός αναλογικού σήµατος xα(t) επιτυγχάνεται παίρνοντας δείγµα-
τα αυτού ανά Τ δευτερόλεπτα, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.6. Η διαδικασία αυτή
περιγράφεται από τη σχέση:

x(n) = xα(nT), –∞ < n < ∞ (1.9)

όπου x(n) είναι το σήµα διακριτού χρόνου που προκύπτει. Το χρονικό διάστηµα Τ

µεταξύ των διαδοχικών δειγµάτων ονοµάζεται περίοδος δειγµατοληψίας και το αντί-

στροφο του = Fs αποτελεί το ρυθµό δειγµατοληψίας (sampling rate) σε δείγµατα

ανά δευτερόλεπτο ή αλλιώς τη συχνότητα δειγµατοληψίας (sampling frequency) σε Hz.

Οι µεταβλητές χρόνου t και n για τα σήµατα συνεχούς χρόνου και διακριτού χρόνου

αντίστοιχα, συνδέονται γραµµικά µέσω της περιόδου δειγµατοληψίας Τ ή ισοδύνα-

µα µέσω του ρυθµού δειγµατοληψίας Fs = ως εξής:

(1.10)

Εποµένως, αναµένουµε να υπάρχει κάποια σχέση που να συνδέει τη συχνότητα F (ή
Ω) των αναλογικών σηµάτων µε τη συχνότητα f (ή ω) των σηµάτων διακριτού χρό-
νου. Για να βρούµε αυτή τη σχέση, ξεκινούµε από την (1.9) και αντικαθιστούµε το

 
t nT

n
Fs

= =

  

1
T

  

1
T
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xα(t) µε τη συνάρτηση του ηµιτονοειδούς σήµατος της εξίσωσης (1.2). Έτσι έχουµε:

x(n) = xα(nΤ) = Αcos(2πFnT + θ) = Αcos(2πn + θ) (1.11)

Συγκρίνοντας την (1.11) µε την αντίστοιχη σχέση (1.6) για το ηµιτονοειδές σήµα

διακριτού χρόνου, διαπιστώνουµε ότι:

f = (1.12)

ή ισοδύναµα:

ω = ΩΤ (1.13)

Από τη σχέση (1.12) παρατηρούµε ότι η συχνότητα f είναι µία κανονικοποιηµένη ή

σχετική συχνότητα (normalized or relative frequency). Κατά συνέπεια, για να προσ-

διορίσουµε την F Hz, όταν µας δίνεται η f, πρέπει απαραίτητα να γνωρίζουµε τη συχνό-

τητα δειγµατοληψίας Fs.

Είδαµε στο προηγούµενο Παράδειγµα 1.2, ότι η περιοχή συχνοτήτων F ή Ω των ηµι-

τονοειδών συνεχούς χρόνου είναι:

–∞ < F < ∞ ή –∞ < Ω < ∞ (1.14)

Για τα ηµιτονοειδή διακριτού χρόνου είδαµε ότι µόνο οι συχνότητες f ή ω που βρί-

σκονται στο διάστηµα:

ή –π ≤ ω ≤ π (1.15)
  
− ≤ ≤1

2
1
2

f
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είναι διαφορετικές. Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση τις µεταβλητές f και ω
µε τις ισοδύναµές τους από τις σχέσεις (1.12) και (1.13), βρίσκουµε ότι η συχνότη-

τα του ηµιτονοειδούς συνεχούς χρόνου, όταν παίρνουµε δείγµατά του µε ρυθµό 

Fs = 1/T, θα πρέπει να βρίσκεται στην περιοχή:

(1.16)

ή (1.17)

Παρατηρούµε, εποµένως, ότι η βασική διαφορά µεταξύ των σηµάτων συνεχούς χρό-

νου και διακριτού χρόνου βρίσκεται στην περιοχή τιµών των µεταβλητών συχνότη-

τας F και f ή Ω και ω. Η περιοδική δειγµατοληψία ενός σήµατος συνεχούς χρόνου

οδηγεί στην απεικόνιση της απείρου εύρους περιοχής συχνοτήτων F (ή Ω), στην

πεπερασµένου εύρους περιοχή συχνοτήτων f (ή ω). Και αφού η µέγιστη συχνότητα

σ’ ένα σήµα διακριτού χρόνου είναι ή ω = π, συνεπάγεται ότι για ένα ρυθµό

δειγµατοληψίας Fs, η αντίστοιχη µέγιστη τιµή της F ή Ω θα ισούται µε:

ή (1.18)

Με άλλα λόγια, η δειγµατοληψία εισάγει ασάφεια, αφού η µέγιστη συχνότητα ενός

σήµατος συνεχούς χρόνου, η οποία µπορεί να αναπαρασταθεί σωστά, είναι Fmax = Fs/2,

όταν λαµβάνονται δείγµατα του σήµατος αυτού µε ρυθµό Fs = 1/T. Πριν όµως προ-

χωρήσουµε σε κάποια παραδείγµατα που θα µας δείξουν τι συµβαίνει όταν οι συχνό-

τητες του αναλογικού σήµατος είναι µεγαλύτερες από Fs/2, ας δούµε το θεώρηµα της

δειγµατοληψίας, το οποίο απαντά στο εξής ερώτηµα: Ποιoς ο ρυθµός δειγµατοληψίας

Fs για τη σωστή αναπαράσταση ενός αναλογικού σήµατος, το οποίο µας δίνεται; ∆ηλα-

δή, πόσο συχνά πρέπει να παίρνουµε δείγµατα ώστε να έχουµε ένα πιστό αντίγραφο

του αναλογικού σήµατος; Η απάντηση σ’ αυτό το ερώτηµα δόθηκε αρχικά από τον

Nyquist (1928) και στη συνέχεια από τον Shannon (1949) και αποτελεί το λεγόµενο

θεώρηµα δειγµατοληψίας ή θεώρηµα του Shannon– διατυπώνεται δε ως εξής:

Η συχνότητα Fs, µε την οποία λαµβάνονται τα δείγµατα ενός σήµατος, πρέπει να
είναι τουλάχιστον διπλάσια από την υψηλότερη συχνότητα Fmax που περιέχεται στο
σήµα, δηλαδή

Fs ≥ 2Fmax (1.19)

Με άλλα λόγια, το θεώρηµα δειγµατοληψίας µας λέει πως για να µη χαθεί πληρο-
φορία θα πρέπει να παίρνουµε τουλάχιστον δύο δείγµατα ανά περίοδο (της υψηλό-
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τερης συχνότητας του σήµατος). Για παράδειγµα, αν θελήσουµε να ψηφιοποιήσου-
µε ένα σήµα οµιλίας και χρησιµοποιούµε µικρόφωνο το οποίο λειτουργεί για συχνό-
τητες µεταξύ 300 Hz και 3 kHz, τότε η µικρότερη συχνότητα δειγµατοληψίας που
πρέπει να χρησιµοποιήσουµε είναι 6 kHz. Ας δούµε τώρα τι θα συµβεί αν το θεώ-
ρηµα δειγµατοληψίας δε γίνει σεβαστό.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.3

∆ίνονται τα αναλογικά σήµατα και . 

Ποια τα σήµατα διακριτού χρόνου που θα προκύψουν µετά τη δειγµατοληψία αυτών

µε ρυθµό Fs = 1 Hz;

Λύση:

Τα αντίστοιχα σήµατα διακριτού χρόνου (ακολουθίες) είναι:

Παρατηρούµε, εποµένως, ότι τα δύο ηµιτονοειδή σήµατα δεν ξεχωρίζουν µετά τη

δειγµατοληψία τους µε ρυθµό 1 Hz (Σχήµα 1.7).
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Αν µας δώσουν µόνο τα δείγµατα (κουκίδες του Σχήµατος 1.7) τα οποία αντιστοι-

χούν στις τιµές του , υπάρχει ασάφεια στο να πούµε αν αυτά τα δείγµατα

αντιστοιχούν σε τιµές του αναλογικού σήµατος x1(t) ή x2(t). Επειδή το x2(t) δίνει ακρι-

βώς τα ίδια δείγµατα µε το x1(t), για δειγµατοληψία µε ρυθµό Fs = 1 δείγµατος ανά

δευτερόλεπτο (Fs = 1 Hz), λέµε ότι η συχνότητα F2 = Hz είναι ένα ψευδές αντί-

γραφο (alias) της συχνότητας F1 = Hz για το ρυθµό δειγµατοληψίας του 1 Hz.

Μάλιστα, είναι σηµαντικό να δούµε ότι η F2 δεν αποτελεί το µοναδικό ψευδές αντί-

γραφο της F1. Πράγµατι, για το ρυθµό δειγµατοληψίας Fs = 1 Hz, η συχνότητα 

F3 = Hz είναι επίσης ψευδές αντίγραφο της F1, όπως και η συχνότητα F4 =

Hz, και γενικά όλες οι συχνότητες F1 + k1 ή γενικότερα F1 + kFs, όπου k = 1,2,…

Συνεπώς, όλες αυτές οι συχνότητες είναι ψευδή αντίγραφα (aliases) της συχνότητας

F1 = Hz.

Γενικά, η δειγµατοληψία του ηµιτονοειδούς σήµατος συνεχούς χρόνου

xα(t) = Αcos(2πF0t + θ) (1.20)

µε ρυθµό δειγµατοληψίας Fs = 1/T, µας δίνει το διακριτού χρόνου σήµα:

x(n) = Αcos(2πf0n + θ) (1.21)

όπου f0 = F0/Fs είναι η σχετική συχνότητα του ηµιτονοειδούς. Αν θεωρήσουµε ότι

, η συχνότητα f0 του x(n) βρίσκεται στην περιοχή , η

οποία αντιπροσωπεύει τη βασική περιοχή συχνοτήτων των σηµάτων διακριτού χρό-

νου. Στην περίπτωση αυτή, η απεικόνιση της F0 στην f0 είναι ένα–προς–ένα, κι έτσι

είναι δυνατή η εύρεση (ανακατασκευή) του αναλογικού σήµατος xα(t) από τα δείγ-

µατα x(n).

Από την άλλη πλευρά, εάν τα αναλογικά ηµιτονοειδή:

xα(t) = Αcos(2πFkt + θ) (1.22)

όπου

Fk = F0 + kFs, k = ± 1, ± 2, … (1.23)
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υποστούν δειγµατοληψία µε ρυθµό Fs, είναι φανερό ότι η συχνότητα Fk βρίσκεται

εκτός της βασικής περιοχής συχνοτήτων [1]. Συνεπώς το σήµα που

προήλθε από δειγµατοληψία ισούται µε:

(1.24)

το οποίο συµπίπτει µε το διακριτού χρόνου σήµα της σχέσης (1.21) που προήλθε από

την δειγµατοληψία του αναλογικού σήµατος (1.20). Εποµένως, ένας άπειρος αριθµός

ηµιτονοειδών συνεχούς χρόνου αντιπροσωπεύεται από το ίδιο σύνολο δειγµάτων

(Σχήµα 1.8). Για παράδειγµα οι συχνότητες (Fk) 2,5 kHz, 5,5 kHz, 8,5 kHz, …, 30,5

kHz, … δεν ξεχωρίζουν από τη συχνότητα (F0) 500Hz για συχνότητα δειγµατολη-

ψίας (Fs) ίση µε 3 kHz.
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[1] Η συχνότητα Fs/2 (ή αντίστοιχα ω = π) ονοµάζεται συχνότητα αναδίπλωσης (folding
frequency).

™¯‹Ì· 1.8

∆ιαφορετικά ηµι-
τονικά σήµατα

αντιπροσωπεύο-
νται από τα ίδια

δείγµατα

Άρα, αν δίνεται το σύνολο των δειγµάτων x(n), υπάρχει ασάφεια ως προς το ποιo

αναλογικό σήµα xα(t) αντιπροσωπεύουν αυτά τα δείγµατα. Με άλλα λόγια, µπορού-

µε να πούµε ότι οι συχνότητες Fk = F0 + kFs, k = ± 1, ± 2, … δεν µπορούν να δια-

κριθούν από την συχνότητα F0 µετά τη δειγµατοληψία και συνεπώς όλες αυτές είναι

ψευδή αντίγραφα (aliases) της F0. Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται φαινόµενο χαµη-

λού (ανεπαρκούς) ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing), ή φαινόµενο φασµατικής επι-

κάλυψης (spectral overlap). Το φαινόµενο αυτό µας είναι γνωστό από τις κινηµατο-

γραφικές ταινίες, στις οποίες πολλές φορές παρατηρούµε τους τροχούς µίας άµαξας

να περιστρέφονται αντίθετα προς την κατεύθυνση κίνησης της άµαξας. Αυτό οφεί-

λεται στο γεγονός ότι ο ρυθµός λήψης των «καρέ» (ρυθµός δειγµατοληψίας) είναι

µικρότερος απ’ όσο πρέπει για να «προλάβουµε» την περιστροφή των τροχών.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.4
∆ίνεται το αναλογικό σήµα xα(t) = 2cos100πt. (α) Να προσδιορίσετε την ελάχιστη

συχνότητα δειγµατοληψίας που απαιτείται, ώστε να αποφύγουµε το φαινόµενο της

χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing). (β) Θεωρήστε ότι λαµβάνονται δείγµατα

του σήµατος µε ρυθµό Fs = 200 Hz. Ποιο το σήµα διακριτού χρόνου το οποίο θα προ-

κύψει µετά τη δειγµατοληψία; (γ) Επαναλάβετε το ερώτηµα (β) για ρυθµό δειγµατο-

ληψίας Fs = 75 Hz. (δ) Για Fs = 75 Hz, ποια η συχνότητα F0, όπου ,

του ηµιτονοειδούς το οποίο δίνει τα ίδια ακριβώς δείγµατα µε εκείνα που πήραµε

στην περίπτωση (γ);

Λύση

(α) Η συχνότητα του αναλογικού σήµατος είναι F = 50 Hz. Άρα η ελάχιστη συχνό-

τητα δειγµατοληψίας που απαιτείται, για να αποφύγουµε το φαινόµενο aliasing

θα πρέπει να είναι Fs = 2F = 100 Hz.

(β) Όταν Fs = 200 Hz, τότε το σήµα διακριτού χρόνου που παίρνουµε είναι:

(γ) Ο ρυθµός δειγµατοληψίας των 75 Hz είναι µικρότερος αυτού που απαιτείται για

να αποφύγουµε το φαινόµενο aliasing. Το σήµα διακριτού χρόνου που παίρνου-

µε είναι στην περίπτωση αυτή:

Η συχνότητα του σήµατος είναι f = 1/3, δηλαδή F/Fs = 1/3 ή F = 25 Hz αφού 

Fs = 75 Hz.

(δ) Από τη σχέση (1.23) γνωρίζουµε τη συχνότητα Fk = F (που στην προκειµένη

περίπτωση είναι 50 Hz), τη συχνότητα δειγµατοληψίας Fs (που στην προκειµέ-

νη περίπτωση είναι 75 Hz) και ζητούµε να προσδιορίσουµε τη συχνότητα F0 της

βασικής περιοχής συχνοτήτων. Έτσι, έχουµε F0 = Fk–kFs = 50–1⋅75 = –25 Hz.

(∆ιαλέξαµε k = 1 γιατί µόνο αυτή η τιµή δίνει ). Άρα, για το

ρυθµό δειγµατοληψίας των 75 Hz, η συχνότητα F = 50 Hz είναι ένα ψευδές αντί-

γραφο της συχνότητας των 25 Hz.

  
− ≤ ≤F

F
Fs s

2 20

  
x n n n n n( ) cos cos cos cos= = = −





=2
100

75
2

4
3

2 2
2
3

2
2
3

π π π π π

  
x n n n( ) cos cos= =2

100
200

2
2

π π

  
− ≤ ≤F

F
Fs s

2 20

2 71 . 2  T À ¶ √ π  ™ ∏ ª ∞∆ ø ¡

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 27



2 8 K E º A § A I O  1 :  E π ™ ∞ ° ø ° ∏  ™ ∆ ∏ ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ™ ∏ ª ∞∆√ ™  ∫ ∞ π  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

Από αναλογικό σήµα συχνότητας 100 Hz λαµβάνουµε δείγµατα µε συχνότητες (α)

75 Hz και (β) 150 Hz. Σε ποιες συχνότητες θα αντιστοιχούν τα δείγµατα που θα

προκύψουν;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.1

Θεωρήστε τα αναλογικά σήµατα x1(t) = cos(60πt), x2(t) = cos(140πt), x3(t) =

cos(260πt), τα οποία υφίστανται οµοιόµορφα δειγµατοληψία µε συχνότητα 100 Hz.

Ποια είναι τα εξαγόµενα σήµατα διακριτού χρόνου;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.2

Ο ρυθµός δειγµατοληψίας του σήµατος x(t) = sin(πt) + 4sin(3πt)cos(2πt) είναι 3

kHz. Σε ποιες συχνότητες θα αντιστοιχούν τα δείγµατα που θα προκύψουν;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.3

Προτείνετε δύο συχνότητες οι οποίες να δίνουν τα ίδια δείγµατα µε αυτά του σήµα-

τος x(t) της άσκησης αυτοαξιολόγησης 1.3, όταν ο ρυθµός δειγµατοληψίας είναι 

3 kHz.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.1

∫µ∞¡∆π™∏ ™∏ª∞∆ø¡ ™À¡∂Ã√À™–¶§∞∆√À™

Κβάντιση (quantisation) ονοµάζεται η διαδικασία της µετατροπής ενός σήµατος δια-

κριτού χρόνου συνεχούς–πλάτους σε ψηφιακό σήµα, εκφράζοντας την τιµή κάθε

δείγµατος ως ένα αριθµό µε πεπερασµένο πλήθος ψηφίων (αντί για άπειρο πλήθος

ψηφίων που απαιτείται για κάθε συνεχούς–πλάτους τιµή). 

Το σφάλµα που υπεισέρχεται από την αναπαράσταση του σήµατος συνεχών–τιµών

µε ένα πεπερασµένο πλήθος διακριτών–τιµών, ονοµάζεται σφάλµα κβάντισης

(quantisation error) ή θόρυβος κβάντισης (quantisation noise). Αν x(n) είναι τα δείγ-

µατα εισόδου στον κβαντιστή και xq(n) η ακολουθία των κβαντισµένων δειγµάτων

της εξόδου του κβαντιστή, τότε το σφάλµα κβάντισης είναι η ακολουθία eq(n), η

οποία ορίζεται ως η διαφορά της πραγµατικής τιµής από την κβαντισµένη τιµή, δηλα-
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δή eq(n) = x(n)–xq(n). Στο Σχήµα 1.9 φαίνεται παραστατικά το αποτέλεσµα της κβά-

ντισης των δειγµάτων ενός αναλογικού σήµατος, καθώς και το σφάλµα κβάντισης. 

Για τον περιορισµό κάθε δείγµατος στο επιθυµητό πλήθος ψηφίων, χρησιµοποιήσαµε τη

µέθοδο της στρογγυλοποίησης (rounding) και όχι της αποκοπής (truncation). Οι τιµές τις

οποίες επιτρέπεται να παίρνει ένα ψηφιακό σήµα, αποτελούν τα λεγόµενα επίπεδα κβά-

ντισης (quantisation levels), ενώ η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών επιπέδων κβάντι-

σης ονοµάζεται βήµα κβάντισης (quantisation step) ή διακριτική ικανότηταή ανάλυση

(resolution). Κατά τη στρογγυλοποίηση, ο κβαντιστής αποδίδει στη συνεχή τιµή x(n) την

τιµή του πλησιέστερου επιπέδου κβάντισης. Έτσι, το σφάλµα κβάντισης eq(n) κυµαίνε-

ται στην περιοχή µεταξύ –∆/2 και ∆/2, δηλαδή –∆/2 ≤ eq(n) ≤ ∆/2. Το βήµα κβάντισης

∆ ορίζεται ως ∆ = (xmax–xmin)/(L–1), όπου xmax, xmin είναι η µεγαλύτερη και µικρότερη

τιµή του x(n) αντίστοιχα, και L το πλήθος των επιπέδων κβάντισης. Η διαφορά xmax–xmin

αποτελεί τη δυναµική περιοχή (dynamic range) του σήµατος. Στην περίπτωση του Σχή-

µατος 1.9 έχουµε xmax = 7, xmin = 0, L = 8 και άρα ∆ = 1. Παρατηρήστε ότι, αν η δυναµι-

κή περιοχή του σήµατος είναι καθορισµένη, τότε αύξηση του πλήθους των επιπέδων

κβάντισης L, συνεπάγεται µείωση του βήµατος κβάντισης. Εποµένως, το σφάλµα κβά-

ντισης µειώνεται, δηλαδή, αυξάνει η ακρίβεια του κβαντιστή. Τα επίπεδα κβάντισης L

είναι συνάρτηση του πλήθους b των δυαδικών ψηφίων (bits) της λέξης που χρησιµο-

ποιούµε για την αναπαράσταση κάθε δείγµατος, όπως θα δούµε στο αµέσως επόµενο

εδάφιο του κωδικοποιητή. Αποδεικνύεται ότι για ηµιτονοειδή σήµατα, ο λόγος του σήµα-

τος προς το θόρυβο κβάντισης αυξάνεται κατά περίπου 6dB[2] για κάθε επιπλέον bit που

προστίθεται στο µήκος λέξης, δηλαδή για κάθε διπλασιασµό των επιπέδων κβάντισης.

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι η κβάντιση αναλογικών σηµάτων οδηγεί

πάντοτε σε απώλεια πληροφορίας, εξαιτίας της ασάφειας που αυτή εισάγει. Πράγ-

µατι, η κβάντιση είναι µία µη αντιστρεπτή διαδικασία, αφού όλα τα δείγµατα σε από-

σταση ∆/2 γύρω από ένα επίπεδο κβάντισης, αντιπροσωπεύονται από την ίδια τιµή.

Συνεπώς, δεν µπορούµε ποτέ να εξαλείψουµε το θόρυβο κβάντισης, παρά µόνο να

τον µειώσουµε αυξάνοντας τα επίπεδα κβάντισης L.

2 91 . 2  T À ¶ √ π  ™ ∏ ª ∞∆ ø ¡

[2] Υπενθυµίζεται ότι το dB (decibel) ορίζεται ως 10 log10(P2/P1) = 20 log10(V2/V1), όπου µε
P, V συµβολίζουµε την ισχύ και την τάση ενός σήµατος αντίστοιχα. Το dB αντιστοιχεί
στο 1/10 του Bell, µονάδα η οποία ορίστηκε και καθιερώθηκε από τον Alexander Graham
Bell, ο οποίος ανακάλυψε ότι το ανθρώπινο αυτί αποκρίνεται λογαριθµικά στις διαφο-
ρές ισχύος. Έτσι, 3dB σηµαίνει ότι έχουµε διπλασιασµό της ισχύος (P2 = 2P1), ενώ –3dB
σηµαίνει ότι έχουµε υποδιπλασιασµό αυτής (P2 = P1/2). Αναφερόµενοι στην τάση, 6dB
σηµαίνει διπλασιασµό της τάσης (V2 = 2V1), ενώ –6dB σηµαίνει ότι έχουµε υποδιπλα-
σιασµό αυτής (V2 = V1/2).
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∫ø¢π∫√¶√π∏™∏ ∆ø¡ ∫µ∞¡∆π™ª∂¡ø¡ ¢∂π°ª∞∆ø¡

Κατά τη διαδικασία της κωδικοποίησης σ’ ένα µετατροπέα αναλογικού–σε–ψηφιακό,

ένας µοναδικός δυαδικός αριθµός εκχωρείται σε κάθε επίπεδο κβάντισης. Αν έχουµε

L επίπεδα κβάντισης, χρειαζόµαστε τουλάχιστον L διαφορετικούς δυαδικούς αριθµούς.

Με ένα µήκος λέξης b bits µπορούµε να έχουµε 2b διαφορετικούς δυαδικούς αριθµούς.

Άρα, πρέπει 2b ≥ L ή ισοδύναµα b ≥ log2L. Στο παράδειγµα του Σχήµατος 1.9 χρησι-

µοποιήσαµε έναν κωδικοποιητή µε b = 3 bits. Στο εµπόριο υπάρχουν διαθέσιµοι µετα-

τροπείς A/D µε ακρίβεια µέχρι και b = 24 bits. Χαρακτηριστική είναι η περίπτωση των

µουσικών CDs, όπου χρησιµοποιούνται µετατροπείς A/D ακριβείας 16 bits.

™¯‹Ì· 1.9

Κβάντιση και
κωδικοποίηση

σήµατος

Eπίπεδα κβάντισης
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τους διάφορους τύπους σηµάτων. Είδαµε τις διαφορές

µεταξύ των αναλογικών σηµάτων, των σηµάτων διακριτού χρόνου και των ψηφιακών

σηµάτων, και ασχοληθήκαµε διεξοδικά µε τη µετατροπή ενός αναλογικού σήµατος σε

ψηφιακό. Έγινε φανερό ότι η µετατροπή αυτή απαρτίζεται από δύο κύριες, αλλά ανε-

ξάρτητες µεταξύ τους, διαδικασίες: τη δειγµατοληψία, η οποία έχει σχέση µε το πόσο

συχνά παίρνουµε τα δείγµατα, και τη κβάντιση, η οποία έχει σχέση µε την ακρίβεια

αναπαράστασης του πλάτους κάθε δείγµατος. Με άλλα λόγια, η δειγµατοληψία έχει

να κάνει µε τη συχνότητα του σήµατος, ενώ η κβάντιση µε το πλάτος του σήµατος. 

• Το θεώρηµα δειγµατοληψίας µας λέει ότι η συχνότητα δειγµατοληψίας πρέπει

να είναι τουλάχιστον διπλάσια της µέγιστης συχνότητας που περιέχεται στο σήµα

από το οποίο θέλουµε να λάβουµε δείγµατα. Αν αυτό δε συµβαίνει, τότε παρου-
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σιάζεται το φαινόµενο της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing).

• Η ψηφιοποίηση του πλάτους ενός σήµατος εισάγει ένα θόρυβο, το λεγόµενο

θόρυβο κβάντισης, ο οποίος, όσο περισσότερα επίπεδα κβάντισης χρησιµοποι-

ούµε, δηλαδή όσο περισσότερα bits χρησιµοποιούµε για την αναπαράσταση της

κάθε τιµής του πλάτους, τόσο µικρότερος γίνεται.

1.3 ™‹Ì·Ù· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούµε µε τα σήµατα διακριτού χρόνου. Θα γνωρίσουµε

τα πιο βασικά σήµατα διακριτού χρόνου, καθώς και τις στοιχειώδεις πράξεις που

εφαρµόζονται σε τέτοιου είδους σήµατα. Όλα αυτά θα αποτελέσουν τα εργαλεία τα

απαραίτητα για τη µελέτη των συστηµάτων και την ανάλυση των σηµάτων που θα

µας απασχολήσουν σε όλη την έκταση αυτού του βιβλίου.

1.3.1 µ·ÛÈÎ¿ Û‹Ì·Ù· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Τα σήµατα που περιγράφονται στη συνέχεια θεωρούνται ως τα βασικά (στοιχειώδη)

σήµατα διακριτού χρόνου.

α) Μοναδιαίο δείγµα (unit sample) ή µοναδιαία κρουστική ακολουθία (unit impulse

sequence): Είναι το πλέον βασικό σήµα διακριτού χρόνου το οποίο ορίζεται ως:

(1.25)

β) Μοναδιαία βηµατική ακολουθία (unit step sequence): Ορίζεται ως:

(1.26)

γ) Σταθερή ακολουθία (constant sequence):

x(n) = Α, –∞ < n < ∞ (1.27)

δ) Γραµµική ακολουθία (linear sequence):

x(n) = Αn, –∞ < n < ∞ (1.28)

Οι κυµατοµορφές όλων των παραπάνω σηµάτων φαίνονται στα Σχήµατα 1.10

έως και 1.13. 

ε) Εκθετική ακολουθία (exponential sequence):

x(n) = an, –∞ < n < ∞ (1.29)

Η ακολουθία αυτή παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Η µορφή της εξαρτάται από

  
u( )
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n

n
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= ≥




1 0

0
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δ n( )
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= =
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1 0
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την τιµή του a. Έτσι, αν a πραγµατικός αριθµός, τότε αυτή είναι φθίνουσα για |a|

< 1 (Σχήµα 1.14α,β) και αύξουσα για |a| > 1 (Σχήµα 1.14γ,δ). Αν a µιγαδικός αριθ-

µός, δηλαδή a = rejω, τότε x(n) = rnejωn ή x(n) = rn [cos(ωn) + j sin(ωn)]. Για r =

1 το πραγµατικό και φανταστικό µέρος είναι αντίστοιχα µία συνηµιτονική και µία

ηµιτονική ακολουθία σταθερού πλάτους της µορφής του Σχήµατος 1.15α. Για r <

1 έχουµε φθίνουσες ηµιτονικές ακολουθίες της µορφής του Σχήµατος 1.15β και

για r > 1 έχουµε αύξουσες ηµιτονικές ακολουθίες της µορφής του Σχήµατος 1.15γ.

δ(n)

1

-2 -1 1 20
n

u(n)

1

–2 –1 0 1 2 3
n

x(n)

n

A

-3 -2 -1 0 1 2 3

n

n

n

n

x(n)

–2 –1

0 1 2 3–A

A

2A

3A

–2A

n

™¯‹Ì· 1.13: Γραµµική ακολουθία

™¯‹Ì· 1.12: Σταθερή ακολουθία

™¯‹Ì· 1.11: Βηµατική ακολουθία

™¯‹Ì· 1.10: Κρουστική ακολουθία

™¯‹Ì· 1.14

Εκθετική ακολουθία x(n) = an για a πραγµατικό και (α) 0
< a < 1, (β) –1 < a < 0, (γ) a > 1 και (δ) a < –1

(α)

(β)

(γ)

(δ)

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 32



1.3.2 ™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜

√§π™£∏™∏ ™∏ª∞∆ø¡ ¢π∞∫ƒπ∆√À Ãƒ√¡√À

Η µαθηµατική περιγραφή της ολίσθησης και η κατανόηση αυτής είναι καίριας σηµα-

σίας. Για παράδειγµα, η ολίσθηση της µοναδιαίας κρουστικής κατά no µονάδες (δείγ-

µατα) ορίζεται ως: 

(1.30)

Στο Σχήµα 1.16 φαίνονται οι συναρτήσεις 2⋅δ(n–3) και 2⋅δ(n + 3).
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n

n

n

(α)

(β)

(γ)

™¯‹Ì· 1.15

Γραφική αναπαράσταση του πραγµατι-
κού ή φανταστικού µέρους της εκθετι-
κής ακολουθίας x(n) = an για a µιγαδι-
κό (a = rejω), όπου (α) r = 1, (β) r < 1
και (γ) r > 1

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 33



3 4 K E º A § A I O  1 :  E π ™ ∞ ° ø ° ∏  ™ ∆ ∏ ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ™ ∏ ª ∞∆√ ™  ∫ ∞ π  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

Με όµοιο τρόπο ορίζεται και η ολισθηµένη κατά no µοναδιαία βηµατική ακολουθία:

(1.31)

Στο Σχήµα 1.17 φαίνονται παραδείγµατα ολίσθησης µίας βηµατικής συνάρτησης

κατά δύο δείγµατα (no = 2).

  
u( )

     

 0,    < o

n n
n n

n n
o

o− =
≥




1,

2δ(n-3) 2δ(n+3)

2 2

–1–2 0 1 2 3 4 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3

(α) (β)

n n

™¯‹Ì· 1.16 

Γραφικές παρα-
στάσεις των µονα-
διαίων ακολου-

θιών 
(α) 2δ(n–3) και

(β) 2δ(n + 3).

Au(n-2) Au(n+2) Au(-n+2)

A A A

n n n
-2 -1 0 0 1 2 31 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4-4 -3 -2 -1

(α) (β) (γ)

™¯‹Ì· 1.17

Γραφικές παρα-
στάσεις των βηµα-
τικών ακολουθιών 

(α) Αu(n–2), 
(β) Αu(n + 2) και 

(γ) Αu(–n + 2)

Παρατηρούµε ότι η µη µηδενική τιµή µιας κρουστικής βρίσκεται εκεί όπου το όρι-

σµα της δ(⋅) γίνεται µηδέν. Όµοια, µία βηµατική ακολουθία είναι µη µηδενική για

εκείνες τις τιµές για τις οποίες το όρισµα της u(⋅) είναι µεγαλύτερο ή ίσο του µηδε-

νός. Για παράδειγµα, µία κρουστική ακολουθία µε πλάτος δείγµατος 4 στη θέση n =

3, εκφράζεται ως 4δ(n–3). Μία βηµατική ακολουθία πλάτους –2 για όλες τις θετικές

τιµές του n, καθώς και για n = 0, εκφράζεται ως x(n) = –2u(n). Η κατοπτρική αυτής

ως προς τον άξονα των συντεταγµένων είναι η x(–n) = –2u(–n). Αυτή έχει πλάτος

–2 για όλες τις αρνητικές τιµές του n, καθώς και για n = 0. Η ολίσθηση αυτής κατά

4 θέσεις προς τα αριστερά θα µας δώσει την ακολουθία x(–n + 4) = –2u(–n + 4). 

Είµαστε τώρα σε θέση να δούµε εύκολα ότι οι σχέσεις που συνδέουν την κρουστι-

κή και τη βηµατική ακολουθία είναι οι εξής:

(1.32)
  
u n m

m

n

( ) ( )=
=−∞
∑ δ
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(1.33)

Γενικά, η ακολουθία x(n–n0) είναι ένα αντίγραφο της x(n) το οποίο έχει υποστεί ολί-

σθηση. Για n0 > 0 έχουµε µια δεξιά ολίσθηση η οποία ισοδυναµεί µε καθυστέρηση

(delay) του σήµατος, ενώ για n0 < 0 έχουµε µια αριστερή ολίσθηση η οποία ισοδυ-

ναµεί µε προήγηση (advance) του σήµατος.

°∂¡π∫∏ ¶∂ƒπ°ƒ∞º∏ ∞∫√§√À£π∞™

Οποιοδήποτε σήµα x(n) µπορεί να γραφεί ως άθροισµα ολισθηµένων κρουστικών

δειγµάτων πολλαπλασιασµένων µε συντελεστές βάρους:

(1.34)

Για να γίνει αυτό κατανοητό, ας δούµε το Σχήµα 1.18. Η Αδ(n) βρίσκεται στην αρχή

των αξόνων, ενώ η Αδ(n–m) βρίσκεται στο σηµείο n = m. Έτσι η ακολουθία x(n), µε

{x(n)} = {… 0, 0, –2, 2, 3, 2, 0, –1, 2, 0, 0, …}, όπου µε έντονη γραφή και υπογράµ-

µιση σηµειώνεται η χρονική στιγµή n = 0 (στοιχείο 3), µπορεί να περιγραφεί ως:

x(n) = … –2δ(n + 2) + 2δ(n + 1) + 3δ(n) + 2δ(n–1) – δ(n–3) + 2δ(n–4) + … =

= … + x(–2)δ(n + 2) + x(–1)δ(n + 1) + x(0)δ(n) + x(1)δ(n–1) + x(3)δ(n–3) +

x(4)δ(n–4) + …

και γενικά προκύπτει η σχέση (1.34). Η σχέση αυτή είναι πολύ βασική και θα µας

βοηθήσει στην κατανόηση της συνέλιξης (convolution), όπως θα δούµε αναλυτικά

στην ενότητα 1.4.

  
x n x m n m

m

( ) ( ) ( )= −
=−∞

+∞

∑ δ

  δ ( ) ( ) ( )n u n u n= − −1
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Aδ(n) Aδ(n-m)

A A

0 0 m
n n n

x(n)

-4 -3 -1

-1

0 1 2 4 5 6
-2 3

3

2

2 2 2

(α) (β) (γ)

™¯‹Ì· 1.18

Η µοναδιαία
κρουστική στην
περιγραφή οποιου-
δήποτε σήµατος
διακριτού χρόνου
x(n):(α) Αδ(n), (β)
Αδ(n–m), (γ) x(n)
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή ορίσαµε όλες τις βασικές ακολουθίες (κρουστική, βηµατική,

εκθετική) και γνωρίσαµε τις στοιχειώδεις πράξεις που µπορούµε να έχουµε σ’

αυτές. Στη συνέχεια, είδαµε ότι οποιοδήποτε σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να

εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός µοναδιαίων κρουστικών.

1.4 ™˘ÛÙ‹Ì·Ù· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Ένα σύστηµα διακριτού χρόνου είναι εκείνo που δέχεται µία είσοδο διακριτού χρό-

νου x(n) και παράγει µία έξοδο επίσης διακριτού χρόνου y(n) (Σχήµα 1.20). Τα

συστήµατα µε τα οποία θα ασχοληθούµε στο βιβλίο αυτό έχουν δύο βασικά χαρα-

κτηριστικά. Είναι γραµµικά (linear) και χρονικά αµετάβλητα (time–invariant). Θα

αναφερόµαστε σ’ αυτά µε τον αγγλικό όρο LTI (Linear Time–Invariant) για λόγους

συµβατότητας µε τη διεθνή βιβλιογραφία και ευκολίας του σπουδαστή.

Γραµµικό ονοµάζεται ένα σύστηµα στο οποίο ισχύει η αρχή της υπέρθεσης. Συγκε-

κριµένα, εάν η είσοδος του συστήµατος, το οποίο αρχικά βρισκόταν σε ηρεµία[3],

Να εκφράσετε τον παλµό διακριτού χρόνου p(n) του Σχήµατος 1.19α ως συνδυα-

σµό βηµατικών ακολουθιών.

™¯‹Ì· 1.19

Σήµατα διακριτού χρόνου.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.4

p(n) g(n) x(n)

1

–2
–2

–2–1
–5 –4 –3 –1–2

–1 0 1 2 3 4
n n n0

0 1 2 3

4

41 2 3 4 5

(α) (β) (γ)

Να βρείτε τις εκφράσεις για τα σήµατα g(n), x(n) των Σχηµάτων 1.19β και 1.19γ.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.2

[3] Αρχική ηρεµία σηµαίνει ότι στο σύστηµα δεν έχει εφαρµοστεί καµία διέγερση (είσοδος)
πριν από τη χρονική στιγµή n = n0, κατά την οποία εφαρµόστηκε η είσοδος x(n).
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αποτελείται από ένα γραµµικό συνδυασµό σηµάτων, τότε η έξοδος του συστήµατος

(απόκριση) θα ισούται µε το γραµµικό συνδυασµό των αποκρίσεων των επιµέρους

σηµάτων, σαν αυτά να είχαν εφαρµοσθεί το καθένα χωριστά. Μαθηµατικά αυτό

εκφράζεται ως εξής: αν y1(n) είναι η απόκριση του συστήµατος στην είσοδο x1(n)

και y2(n) είναι η απόκριση αυτού στην είσοδο x2(n), τότε η απόκριση του συστήµα-

τος στην είσοδο ax1(n) + bx2(n) θα είναι ay1(n) + by2(n), όπου a, b σταθερές.

Ας εξετάσουµε τις περιπτώσεις ενός γραµµικού και ενός µη γραµµικού συστήµατος.

Ένα παράδειγµα γραµµικού συστήµατος είναι αυτό του οποίου η έξοδος ισούται µε

y(n) = x(n)–x(n–1). Για είσοδο x1(n), η έξοδος του συστήµατος θα είναι y1(n) =

x1(n)–x1(n–1). Για είσοδο x2(n) η έξοδος του συστήµατος θα είναι y2(n) =

x2(n)–x2(n–1). Αν τώρα εφαρµόσουµε ως είσοδο x3(n) το γραµµικό συνδυασµό των

δύο προηγουµένων ακολουθιών εισόδου, δηλαδή x3(n) = a x1(n) + b x2(n), η έξοδος

y3(n) του συστήµατος θα ισούται µε:

y3(n) = x3(n)–x3(n–1) = [a x1(n) + b x2(n)] – [a x1(n–1) + b x2(n–1)]

= a[x1(n) – x1(n–1)] + b[x2(n) – x2(n–1)] = a y1(n) + b y2(n)

άρα, ισχύει η αρχή της υπέρθεσης.

Ένα παράδειγµα µη γραµµικού συστήµατος είναι εκείνο το οποίο παράγει στην έξοδό

του το τετράγωνο της εισόδου, δηλαδή y(n) = [x(n)]2. Για είσοδο x1(n) η έξοδος του

συστήµατος θα είναι y1(n) = [x1(n)]2. Για είσοδο x2(n) η έξοδος του συστήµατος θα

είναι y2(n) = [x2(n)]2. Αν τώρα εφαρµοστεί στην είσοδο το σήµα x3(n) = ax1(n) +

bx2(n) η έξοδος θα είναι:

Χρονικά αµετάβλητο ονοµάζεται ένα σύστηµα του οποίου η συµπεριφορά και οι

ιδιότητες δεν αλλάζουν µε το χρόνο. Αυτό σηµαίνει ότι µια χρονική ολίσθηση της

εισόδου θα αντιστοιχεί σε χρονική ολίσθηση της εξόδου. Με άλλα λόγια, εάν y(n)

είναι η έξοδος ενός χρονικά αµετάβλητου συστήµατος για είσοδο x(n), τότε y(n–n0)

θα είναι η έξοδος αυτού για είσοδο x(n–n0).

Ευσταθές (stable) ονοµάζεται ένα σύστηµα εάν και µόνο εάν κάθε φραγµένη είσοδος

  

y n abx n x n
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Γενικό διάγραµµα
συστήµατος δια-
κριτού χρόνου

x(n) y(n)Σύστηµα ∆ιακριτού Xρόνου
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παράγει µια φραγµένη έξοδο (Bounded Input Bounded Output, ΒΙΒΟ). Με άλλα λόγια,

ένα τέτοιο σύστηµα µας εξασφαλίζει ότι όσο η είσοδος παραµένει φραγµένη (|x(n)| ≤ Mx

< ∞), η έξοδος δε θα απειρίζεται (|y(n)| ≤ My < ∞) για όλα τα n, όπου Mx, My πεπερα-

σµένοι αριθµοί. Σε διαφορετική περίπτωση το σύστηµα ονοµάζεται ασταθές (unstable). 

Αιτιατό (causal) σύστηµα είναι εκείνο του οποίου η έξοδος, σε κάθε χρονική στιγ-

µή, εξαρτάται µόνο από τις τιµές του σήµατος εισόδου στην τρέχουσα χρονική στιγ-

µή και σε προηγούµενες χρονικές στιγµές. Με άλλα λόγια, οι µεταβολές στην έξοδο

ενός τέτοιου συστήµατος είναι αποτέλεσµα των µεταβολών της εισόδου.

Στη συνέχεια, θα εξετάσουµε τη σηµασία της κρουστικής απόκρισης µονοδιάστα-

του συστήµατος διακριτού χρόνου και θα δούµε ότι µε τη βοήθειά της µπορούµε,

µέσω της πράξης της συνέλιξης, να υπολογίσουµε την έξοδο ενός γραµµικού συστή-

µατος διακριτού χρόνου για οποιαδήποτε είσοδο.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.5

Να χαρακτηρίσετε τα συστήµατα που περιγράφονται από τις επόµενες σχέσεις εισό-

δου–εξόδου, ως προς τις ιδιότητες της γραµµικότητας, της ευστάθειας,της χρονικής

µεταβλητότητας και της αιτιατότητας.

α. y(n) = 3x(n)–2x(n–1) γ. y(n) = nx(n–2)–x(n + 3)

β. y(n) = x(n) + 2y(n–1) δ. y(n) = cos[x(n)]

Λύση:

Τα δύο πρώτα συστήµατα είναι γραµµικά, αφού η έξοδος υπολογίζεται ως γραµµι-

κός συνδυασµός δειγµάτων της εισόδου και προηγούµενων τιµών της εξόδου. Το

τρίτο σύστηµα είναι επίσης γραµµικό, αφού ισχύει η αρχή της υπέρθεσης. Το τέταρ-

το είναι µη γραµµικό σύστηµα. 

Ως προς την ευστάθεια, το δεύτερο σύστηµα δεν είναι ευσταθές. Για να γίνει αυτό

κατανοητό, ας θεωρήσουµε ότι στην είσοδο του συστήµατος εφαρµόζεται η φραγ-

µένη ακολουθία x(n) = Cδ(n), όπου C σταθερά. Θεωρούµε επίσης ότι το σύστηµα βρί-

σκεται σε αρχική ηρεµία, οπότε y(–1) = 0. Η ακολουθία εξόδου που παράγεται είναι:

y(0) = C⋅δ(0) + 2⋅y(–1) = C⋅1 + 2⋅0 = C

y(1) = C⋅δ(1) + 2⋅y(0) = C⋅0 + 2⋅C = 2C

y(2) = C⋅δ(2) + 2⋅y(1) = C⋅0 + 2⋅2C = 22C

…

y(n) = C⋅δ(n) + 2⋅y(n–1) = C⋅0 + 2⋅2n–1C = 2nC
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Εποµένως, γίνεται φανερό, ότι η έξοδος είναι µη φραγµένη και το σύστηµα είναι BIBO

ασταθές, αφού µία φραγµένη είσοδος έχει ως αποτέλεσµα µια µη φραγµένη έξοδο.

Μεταβλητό µε το χρόνο είναι το τρίτο σύστηµα αφού ο συντελεστής n δεν είναι στα-

θερός αλλά µεταβάλλεται διαρκώς. 

Τέλος, το τρίτο σύστηµα δεν είναι αιτιατό αφού απαιτεί γνώση µελλοντικών τιµών

της εισόδου.

3 91 . 4  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ À  Ã ƒ √ ¡ √ À

Εξετάστε αν το σύστηµα y(n) = 3x(n) + 3 είναι γραµµικό.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.5

Εξετάστε αν τα συστήµατα y(n) = nx(n) και y(n) = x(2n) είναι χρονικά αµετάβλητα.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.6

1.4.1 ∫ÚÔ˘ÛÙÈÎ‹ ·fiÎÚÈÛË Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

Ας θυµηθούµε τη µοναδιαία κρουστική ακολουθία δ(n). Αυτή έχει τιµή 1 για n = 0

και τιµή 0 οπουδήποτε αλλού (βλ. Σχήµα 1.10). Εφαρµόζουµε αυτό το σήµα στην

είσοδο ενός LTI συστήµατος διακριτού χρόνου, το οποίο αρχικά ηρεµεί, δηλαδή

εφαρµόζουµε µία διέγερση τη στιγµή n = 0. Το σήµα εξόδου, το οποίο θα παρατη-

ρηθεί µετά τη στιγµή n = 0, είναι χαρακτηριστικό του ίδιου του συστήµατος. Αυτό

το σήµα εξόδου αποτελεί την κρουστική απόκριση, h(n), του συστήµατος. Η κρου-

στική απόκριση ονοµάζεται και φυσική απόκριση του συστήµατος. Ένα παράδειγ-

µα κρουστικής απόκρισης συστήµατος διακριτού χρόνου φαίνεται στο Σχήµα 1.21.

δ(n) h(n)

1

n n

LTI[
Σύστηµα[

∆ιακριτού Xρόνου

0 1 2 30 1 2 3

Αν εφαρµόζαµε τη διέγερση τη στιγµή n = 1, τότε η απόκριση του συστήµατος θα

ήταν ίδια µε την προηγούµενη, αλλά θα άρχιζε από τη στιγµή n = 1, όπως φαίνεται

στο Σχήµα 1.22α. Και γενικά, αν εφαρµόζαµε την κρουστική είσοδο τη χρονική στιγ-

µή n = m, τότε το αποτέλεσµα θα ήταν η ίδια απόκριση, αλλά µε αρχή τη στιγµή m

(Σχήµα 1.22β). Όπως καταλαβαίνουµε αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το σύστηµά

µας είναι χρονικά αµετάβλητο.

™¯‹Ì· 1.21

Κρουστική από-
κριση συστήµατος
διακριτού χρόνου
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1.4.2 ™˘Ó¤ÏÈÍË

Τίθεται συνεπώς το ερώτηµα: Ποια θα είναι η απόκριση ενός συστήµατος διακριτού

χρόνου για είσοδο x(n), αν γνωρίζουµε την κρουστική του απόκριση h(n);

Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό δίνεται µονολεκτικά από τη λέξη συνέλιξη

(convolution). Η έξοδος y(n) του συστήµατος (Σχήµα 1.20) θα ισούται µε τη συνέ-

λιξη της εισόδου x(n) και της κρουστικής h(n) του συστήµατος, ή:

y(n) = x(n) * h(n) (1.35)

όπου * το σύµβολο της συνέλιξης. Όµως τι είναι η συνέλιξη και πώς υπολογίζεται;

Έστω, λοιπόν, ότι x(n) η είσοδος και h(n) η κρουστική απόκριση συστήµατος δια-

κριτού χρόνου. Πριν προχωρήσουµε, ας θυµηθούµε τη σχέση (1.34), η οποία µας

λέει ότι ένα σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να εκφρασθεί ως γραµµικός συνδυασµός

ολισθηµένων κρουστικών. Επίσης, ας µην ξεχνάµε ότι το σύστηµα που εξετάζουµε

είναι γραµµικό (άρα ισχύει η αρχή της υπέρθεσης) και χρονικά αµετάβλητο. Έχο-

ντας αυτά κατά νου, µπορούµε να εκφράσουµε την είσοδο x(n) ως:

(1.36)

Για κάθε µία από τις εισόδους x(m)δ(n–m), είδαµε στην προηγούµενη υποενότητα

1.4.1, ότι η έξοδος θα ισούται µε x(m)h(n–m). Λόγω της γραµµικότητας του συστή-

µατος, η τελική έξοδος y(n) θα είναι ίση µε το άθροισµα των επιµέρους αποκρίσε-

ων, δηλαδή:

(1.37)
  
y n x m h n m

m

( ) ( ) ( )= −
=−∞

∞

∑

  

x n x m n m

x n x x n x n
m

( ) ( ) ( )

... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

= −

= + − + + − + − +
=−∞

∞

∑ δ

δ δ δ δ1 1 0 1 2(n)+ (1) (2)

™¯‹Ì· 1.22

Κρουστική από-
κριση συστήµατος
διακριτού χρόνου

για είσοδο 
(α) δ(n–1) και 

(β) δ(n–m)

LTI[
Σύστηµα[

∆ιακριτού Xρόνου

LTI[
Σύστηµα[

∆ιακριτού Xρόνου

δ(n–1) h(n–1)

h(n–m)δ(n–m)
(α)

(β)

0

0 1 2 m m0 1 2

1 2 3 0 1 2 3
n n

n n
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Αυτή είναι η σχέση της γραµµικής συνέλιξης. 

Η διαδικασία που µόλις περιγράψαµε δίνεται παραστατικά µε τη βοήθεια του παρα-

δείγµατος του Σχήµατος 1.23, για την περίπτωση κατά την οποία {x(n)} = {1,2,3,–1}

και {h(n)} = {1,–1,2}. Στα Σχήµατα 1.23α,β φαίνονται οι ακολουθίες x(n), h(n). Στο

αριστερό µέρος των Σχηµάτων 1.23γ έως 1.23στ δίνονται οι κρουστικές x(m)δ(n–m),

ενώ στο δεξί µέρος των ίδιων σχηµάτων φαίνονται οι αντίστοιχες αποκρίσεις τους.

Το άθροισµα των επιµέρους κρουστικών, το οποίο αποτελεί και την απόκριση του

συστήµατος, φαίνεται στο Σχήµα 1.23ζ.

4 11 . 4  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ À  Ã ƒ √ ¡ √ À

x(n)

1
2

3

-1
n

(α)

h(n)

1
2

-1
n

(β)

x(-1)δ(n+1)

x(1)δ(n-1) x(1)h(n-1)

x(0)δ(n) x(0)h(n)

x(-1)h(n+1)

1 1

-1

2

2 2

4

-2

n

n

n n

n

n

(γ)

(δ)

(ε)

3 3

-3

6

™¯‹Ì· 1.23

Γραµµική συνέλιξη
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.6

Γραφική µέθοδος υπολογισµού της συνέλιξης.

Ο υπολογισµός της συνέλιξης των x(n) και h(n), σύµφωνα µε τη σχέση 1.37, µας

υπαγορεύει την ακόλουθη σειρά βηµάτων:

1. Αναδίπλωση (κατοπτρισµό) της h(m) γύρω από το δείγµα m = 0, ώστε να µας

δώσει την h(–m).

2. Ολίσθηση της h(–m) στην επιθυµητή θέση n, ώστε να πάρουµε την h(n–m).

3. Υπολογισµό των γινοµένων x(m)h(n–m), δείγµα προς δείγµα, για να µας δώσουν

την επιθυµητή τιµή n.

4. Πρόσθεση των γινοµένων που υπολογίστηκαν.

Ας παρακολουθήσουµε τον υπολογισµό της εξόδου y(n) ενός συστήµατος διακριτού

χρόνου µε κρουστική απόκριση { h(n)} = {1,2,3} και είσοδο {x(n)} = {3,4,5,2},

όπως αυτό περιγράφεται στο Σχήµα 1.24. Οι ακολουθίες x(n) και h(n) δείχνονται στα

x(2)δ(n-2) x(2)h(n-2)

-1 -1
-2

n n

(στ)

1

y(n)

7

(ζ)

3

-2

11

n

Παρατηρήστε ότι το µήκος της απόκρισης είναι 6 δείγµατα. Γενικά, αν Ν1 είναι το

µήκος της µίας ακολουθίας και Ν2 το µήκος της άλλης ακολουθίας, τότε η γραµµι-

κή συνέλιξη αυτών δίνει µια νέα ακολουθία µε µήκος Ν1 + Ν2–1. Ο υπολογισµός

της συνέλιξης δύο σηµάτων διακριτού χρόνου µε χαρτί και µολύβι γίνεται συνή-

θως µε δύο τρόπους. Είτε γραφικά, όπως περιγράφεται στο παράδειγµα 1.6 είτε µε

τη µέθοδο της ολισθαίνουσας ράβδου του παραδείγµατος 1.7

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 42



Σχήµατα 1.24α και 1.24β αντίστοιχα. Στα Σχήµατα 1.24γ δίνονται όλες οι διαφορε-

τικές θέσεις της h(n–m) για n = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Για καθεµιά από τις θέσεις αυτές υπο-

λογίζεται το αντίστοιχο άθροισµα γινοµένων µε την ακολουθία εισόδου. Αυτό απο-

τελεί ουσιαστικά και το αποτέλεσµα της συνέλιξης των x(n) και h(n), δηλαδή την

ακολουθία εξόδου y(n) η οποία φαίνεται στο Σχήµα 1.24δ. Στο παράδειγµά µας η

x(n) έχει µήκος 4 και η h(n) έχει µήκος 3, οπότε η ακολουθία y(n), που προκύπτει,

έχει µήκος 4 + 3 – 1 = 6 δειγµάτων.

4 31 . 4  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ À  Ã ƒ √ ¡ √ À

x(n)

h(-m)

h(2-m)

h(4-m) h(5-m)

h(3-m)

h(1-m)

h(n)

5

0

0

0

0 0

0

1

1

1

1 1

1

1

2

2

2

2 2

2

2

0 1 23

3

3

3 3

3

3

3

n

n

n

n

n

n

n

n

n

(α)

(γ)

(δ)

(β)

y(0)=x(0)h(0)=3·1=3 y(1)=3·2+4·1=6+4=10

y(2)=3·3+2·4+1·5=9+8+5=22 y(3)=4·3+5·2+2·1=12+10+2=24

y(4)=5·3+2·2=15+4=19 y(5)=2·3=6

y(n)

5
10
15
20
25

{y(n)}={3,10,22,24,19,6}

™¯‹Ì· 1.24

Υπολογισµός της
γραµµικής συνέλι-
ξης δύο ακολου-
θιών µε τη γραφι-
κή µέθοδο.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.7

Υπολογισµός της συνέλιξης µε τη µέθοδο της ολισθαίνουσας ράβδου.

Η διαδικασία είναι η ίδια µε εκείνη του παραδείγµατος 1.6, µε µόνη διαφορά ότι αντί

για τις γραφικές παραστάσεις των ακολουθιών χρησιµοποιούµε τις τιµές τους. Τα

βήµατα που ακολουθούµε είναι επίσης τα ίδια, όπως φαίνεται και στο Σχήµα 1.25

όπου δίνεται ο υπολογισµός της συνέλιξης των ακολουθιών x(n), h(n) του παρα-

δείγµατος 1.6.

x(n)

h(n)

h(-m)

h(1-m)

h(2-m)

h(3-m)

h(4-m)

h(5-m)

3 4 5 2

1 2 3

3 2 1

3 2 1

3 2 1

3 2 1

3 2 1

3 2 1

y(0)=3·1=3

y(1)=3·2+4·1=6+4=10

y(2)=3·3+4·2+5·1=9+8+5=22

y(3)=4·3+5·2+2·1=12+10+2=24

y(4)=5·3+2·2=15+4=19

y(5)=2·3=6

™¯‹Ì· 1.25

Υπολογισµός της
συνέλιξης µε τη
µέθοδο της ολι-

σθαίνουσας
ράβδου.

π¢π√∆∏∆∂™ ∆∏™ ™À¡∂§π•∏™

Για την πράξη της συνέλιξης ισχύουν οι ιδιότητες: αντιµεταθετική, προσεταιριστι-

κή και επιµεριστική. Τις παραθέτουµε στη συνέχεια µαζί µε σχόλια σχετικά µε τη

φυσική τους σηµασία, χωρίς να δώσουµε την απόδειξή τους.

Αντιµεταθετική ιδιότητα

x(n)*h(n) = h(n)*x(n) (1.38)

Είδαµε από τις σχέσεις (1.35) και (1.37) ότι

(1.39)

Με βάση την αντιµεταθετική ιδιότητα που µόλις αναφέραµε, η ακολουθία y(n) µπο-

ρεί να εκφραστεί ως 

(1.40)
  
y n h n x n h m x n m

m

( ) ( )* ( ) ( ) ( )= = −
=−∞

∞

∑

  
y n x n h n x m h n m

m

( ) ( )* ( ) ( ) ( )= = −
=−∞

∞

∑
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Εποµένως, οι ρόλοι των ακολουθιών x(n) και h(n) µπορούν να αντιµετατεθούν, όπως

φαίνεται στο Σχήµα 1.26.
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x(n) y(n) h(n)
h(n) x(n)

y(n)

™¯‹Ì· 1.26

Σχηµατική αναπα-
ράσταση της αντι-
µεταθετικής 
ιδιότητας της
συνέλιξης.

™¯‹Ì· 1.27

(α) Προσεταιρι-
στική ιδιότητα της
συνέλιξης, και (β)
συνδυασµός προ-
σεταιριστικής και
αντιµεταθετικής
ιδιότητας

Προσεταιριστική ιδιότητα

[x(n)*h1(n)]*h2(n) = x(n)*[h1(n)*h2(n)] (1.41)

Η σχηµατική αναπαράσταση της προσεταιριστικής ιδιότητας φαίνεται στο Σχήµα

1.27α, όπου h(n) = h1(n)*h2(n). Εύκολα µπορούµε να γενικεύσουµε την ιδιότητα της

προσεταιριστικότας σε περισσότερα από δύο συστήµατα, τα οποία συνδέονται δια-

δοχικά (in cascade). Έτσι, η περίπτωση της διαδοχικής σύνδεσης L συστηµάτων LTI

µε κρουστικές αποκρίσεις h1(n), h2(n), …, hL(n) ισοδυναµεί µε ένα LTI σύστηµα, του

οποίου η κρουστική απόκριση είναι h(n) και ισούται µε 

h(n) = h1(n)*h2(n)* … *hL(n) (1.42)

Η γενίκευση είναι πολύ χρήσιµη, ιδιαίτερα όταν τη δούµε ως αντίστροφη διαδικα-

σία, δηλαδή, ως διαδικασία ανάλυσης ενός LTI συστήµατος σε µια διαδοχική σύν-

δεση υποσυστηµάτων.

Τέλος, στο Σχήµα 1.27β φαίνεται ο συνδυασµός της προσεταιριστικής και της αντι-

µεταθετικής ιδιότητας. Από αυτό γίνεται φανερό ότι, η σειρά µε την οποία συνδέ-

ουµε τα υποσυστήµατα, δηλαδή υπολογίζουµε τη συνέλιξη, δεν έχει σηµασία.

x(n)

x(n) x(n)y(n) y(n)

x(n)y(n) y(n)
h1(n)

h1(n) h1(n)

h2(n)

h2(n) h2(n)

h(n)=[
h1(n) * h2(n)

(α)

(β)

Επιµεριστική Ιδιότητα

x(n)*[h1(n) + h2(n)] = x(n)*h1(n) + x(n)*h2(n) (1.43)

Η ιδιότητα αυτή µας λέει ότι, εάν έχουµε δύο LTI συστήµατα µε κρουστικές αποκρίσεις

h1(n) και h2(n), στα οποία εφαρµόζουµε το ίδιο σήµα εισόδου x(n), τότε το άθροισµα των
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δύο αποκρίσεων είναι ίδιο µε την απόκριση ενός άλλου συστήµατος µε κρουστική από-

κριση h(n) = h1(n) + h2(n). ∆ηλαδή, το νέο αυτό σύστηµα ισούται µε τον παράλληλο συν-

δυασµό των δύο LTI συστηµάτων (Σχήµα 1.28). Γενικά, η παράλληλη σύνδεση L συστη-

µάτων µε κρουστικές αποκρίσεις h1(n), h2(n),…, hL(n) στα οποία εφαρµόζεται η ίδια

είσοδος x(n), ισοδυναµεί µε ένα σύστηµα του οποίου η κρουστική απόκριση ισούται µε 

h(n) = h1(n) + h2(n) + … + hL(n) (1.44)

Και αντίστροφα, κάθε LTI σύστηµα µπορεί να αναλυθεί σε υποσυστήµατα συνδε-

δεµένα παράλληλα.

x(n) x(n)y(n) y(n)

h1(n)

h2(n)

h(n)=[
h1(n) + h2(n)

™¯‹Ì· 1.28

Επιµεριστική ιδιό-
τητα: δύο LTI

συστήµατα συνδε-
δεµένα παράλλη-
λα, µπορούν να

αντικατασταθούν
από ένα σύστηµα

του οποίου η
κρουστική απόκρι-
ση ισούται µε το
άθροισµα των

κρουστικών τους.

Μέχρι εδώ έχουµε επικεντρώσει τη µελέτη µας στον υπολογισµό της γραµµικής

συνέλιξης µε γραφικό ή αριθµητικό τρόπο. Θα εξετάσουµε τώρα τον υπολογισµό

της συνέλιξης ακολουθιών µε αναλυτικό τρόπο. Οι αναλυτικές εκφράσεις οδηγούν

σε συµπεράσµατα περισσότερο γενικά για τα συστήµατα που εξετάζουµε, και έτσι

µας είναι πιο χρήσιµες. Ας δούµε λοιπόν ένα σχετικό παράδειγµα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.8

Στην είσοδο ενός συστήµατος µε κρουστική απόκριση h(n) = anu(n) εφαρµόζεται το

σήµα x(n) = bnu(n), όπου a, b γνωστές σταθερές και a ≠ b. Να υπολογιστεί η έξοδος

y(n) του συστήµατος.

Λύση:

Η έξοδος y(n) θα είναι το αποτέλεσµα της συνέλιξης της εισόδου µε την κρουστική

απόκριση του συστήµατος. Με βάση τη σχέση (1.40) έχουµε:

(Θυµηθείτε ότι η u(m) = 0 για m < 0 και η u(n–m) = 0 για m > n).

Επειδή το άθροισµα υπολογίζεται ως προς m, ο όρος bn µπορεί να «βγεί» εκτός του

αθροίσµατος, οπότε η τελευταία σχέση γίνεται:

  
y n b a b b abn m m n m

m

n

m

n

( ) ( )= =− −

==
∑∑ 1

00

  
y n h n x n h m x n m a u m b u n m a b

m

m n m m n m

m

n

m

( ) ( )* ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = − = − =
=−∞

∞
− −

==−∞

∞

∑ ∑∑
0
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Το παραπάνω είναι άθροισµα των n + 1 πρώτων όρων γεωµετρικής προόδου µε

πρώτο όρο 1 και λόγο ab–1 και δίνεται σε κλειστή µορφή ως

όπου n ≥ 0. Παρατηρούµε ότι η έξοδος χαρακτηρίζεται τόσο από την είσοδο x(n) =

bn, n ≥ 0, όσο και από την κρουστική του συστήµατος h(n) = an, n ≥ 0. Αυτή είναι µια

γενικότερη διαπίστωση, δηλαδή η έξοδος θα περιέχει όρους της ίδιας αλγεβρικής µορ-

φής µε τους όρους της εισόδου και της κρουστικής απόκρισης του συστήµατος.

  

y n b
ab

ab
b

b a b
b a

b a
b a

b
b a

b
a

b a
a C b C a

n
n

n
n n

n n
n n

b
n

a
n

( ) (
( )

) ( )= −
−

= −
−

= −
−

=
−

−
−

= −

− +

−

+ −

+ +

1

1

1 1

1

1

1 1
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Να υπολογίσετε την έξοδο του συστήµατος του Παραδείγµατος 1.8 µε είσοδο τη

βηµατική ακολουθία πλάτους Α.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.7

Για το σύστηµα µε µοναδιαία κρουστική ίση µε h(n) = (an + bn)u(n), να υπολογι-

στεί η έξοδος, όταν σ’ αυτό εφαρµόζεται ως είσοδος η βηµατική ακολουθία πλά-

τους Α.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.8

Να υπολογιστεί η κρουστική απόκριση h(n) του συστήµατος διακριτού χρόνου του

Σχήµατος 1.29, όταν h1(n) = δ(n) + δ(n–1), h2(n) = δ(n)– δ(n–1), h3(n) =

2δ(n), και h4(n) = –2( )nu(n).

™¯‹Ì· 1.29

Σύστηµα διακριτού χρόνου.

 

1
2

 

1
4 

1
2 

1
2

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.9

h1(n)

h2(n)

h3(n)

h4(n)
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή ασχοληθήκαµε µε γραµµικά χρονικά–αµετάβλητα (LTI) συστή-

µατα διακριτού χρόνου και µελετήσαµε την απόκρισή τους σε διεγέρσεις της εισό-

δου. Είδαµε, ότι η έξοδος κάθε LTI συστήµατος ισούται µε τη συνέλιξη της ακο-

λουθίας εισόδου µε την µοναδιαία κρουστική απόκριση του συστήµατος. Γνωρί-

σαµε τις ιδιότητες της συνέλιξης (αντιµεταθετική, προσεταιριστική, επιµεριστική)

και περιγράψαµε διαφορετικούς τρόπους υπολογισµού της τόσο αριθµητικά, όσο

και αναλυτικά. 

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο Κεφάλαιο αυτό µάθαµε ότι:

Η ψηφιακή επεξεργασία σηµάτων παρουσιάζει στις µέρες µας εντυπωσιακά πλεο-

νεκτήµατα έναντι της αντίστοιχης αναλογικής επεξεργασίας, όπως ευελιξία, αξιο-

πιστία και ακρίβεια.

Κάθε αναλογικό σήµα, για να υποστεί επεξεργασία µε ένα ψηφιακό σύστηµα, πρέ-

πει πρώτα να µετατραπεί σε ψηφιακό σήµα. Αυτό επιτυγχάνεται µε κατάλληλη δειγ-

µατοληψία του αναλογικού σήµατος και κβάντιση (καθώς και κωδικοποίηση) των

δειγµάτων.

Κατάλληλη δειγµατοληψία σηµαίνει τη λήψη τουλάχιστον δύο δειγµάτων ανά

περίοδο του σήµατος, δηλαδή Fs ≥ 2Fmax (θεώρηµα δειγµατοληψίας ή θεώρηµα του

Shannon).

Ελάττωση του σφάλµατος κβάντισης, κατά την ψηφιοποίηση ενός δείγµατος, συνε-

πάγεται περισσότερα bits για την αναπαράσταση αυτού.

Κάθε σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα ολισθηµένων

κρουστικών, πολλαπλασιασµένων µε κατάλληλους συντελεστές βάρους.

Η απόκριση συστήµατος διακριτού χρόνου ισούται µε τη γραµµική συνέλιξη της

εισόδου και της κρουστικής απόκρισης του συστήµατος.
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∞fi‰ÔÛË ·ÁÁÏÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙËÓ ÂÏÏËÓÈÎ‹

accuracy ακρίβεια (πράξεων)

advance προήγηση

aliasing φαινόµενο χαµηλού (ανεπαρκούς) ρυθµού δειγµατολη-

ψίας, φασµατική επικάλυψη, αλλοίωση

amplitude πλάτος

angular frequency γωνιακή συχνότητα

bounded φραγµένος

4 9B I B § I O ° PA º I A  K E º A § A I O Y
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cascade διαδοχική σύνδεση

convolution συνέλιξη

delay καθυστέρηση

digital signal processing ψηφιακή επεξεργασία σήµατος

dimension διάσταση

discrete διακριτός

dynamic range δυναµική περιοχή

exponential sequence εκθετική ακολουθία

folding frequency συχνότητα αναδίπλωσης

fundamental period βασική περίοδος

image processing επεξεργασία εικόνας

impulse response κρουστική απόκριση

linear γραµµικός

normalised frequency κανονικοποιηµένη συχνότητα

periodic περιοδικός

phasor φάσορας

quantisation κβάντιση

quantisation error σφάλµα ή θόρυβος κβάντισης

relative frequency σχετική συχνότητα

resolution ανάλυση, διακριτική ικανότητα

rounding στρογγυλοποίηση

sinusoidal ηµιτονοειδές

speech οµιλία

superposition υπέρθεση

time invariant χρονικά αµετάβλητος

truncation αποκοπή

unit sample µοναδιαίο δείγµα, κρουστική ακολουθία

unit step µοναδιαία βηµατική ακολουθία

video ακολουθία εικόνων
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™ÎÔfi˜

Το αντικείµενο του παρόντος κεφαλαίου είναι η περιγραφή του σήµατος στο πεδίο

της συχνότητας. Η θεώρηση των σηµάτων και συστηµάτων διακριτού χρόνου από το

πεδίο της συχνότητας, µας δίνει µια εντελώς διαφορετική δυναµική κατανόησης και

επεξεργασίας τους. Για τα σήµατα διακριτού χρόνου, τα οποία µας ενδιαφέρουν, η

µετάβαση στο πεδίο της συχνότητας επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια του µετασχηµατι-

σµού Fourier διακριτού χρόνου. Για ακολουθίες πεπερασµένου µήκους χρησιµοποι-

είται ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Μετά τη µελέτη του κεφαλαίου θα είστε σε θέση να:

• Υπολογίζετε ποσοτικά και ποιοτικά το φάσµα ενός σήµατος διακριτού χρόνου

• Υπολογίζετε το µετασχηµατισµό Fourier για σήµατα διακριτού χρόνου πεπερα-

σµένης διάρκειας

• Εκτελείτε την κυκλική ολίσθηση σηµάτων διακριτού χρόνου

• Υπολογίζετε την απόκριση ενός συστήµατος διακριτού χρόνου (γραµµική συνέλι-

ξη) µέσω του πεδίου της συχνότητας, βασιζόµενοι στο διακριτό µετασχηµατισµό

Fourier

• Υλοποιείτε έναν από τους ταχείς µετασχηµατισµούς Fourier

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• ∆ιακριτός µετασχηµατισµός Fourier (DFT)

• Tαχύς µετασχηµατισµός Fourier (FFT)

• Κυκλική συνέλιξη

• Μετασχηµατισµός Fourier

• Φάσµα σήµατος

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι ένα σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να εκφρα-

2∫ ∂ º∞§∞π√
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στεί ως γραµµικός συνδυασµός ολισθηµένων µοναδιαίων κρουστικών {δ(n–m)}. Στο

κεφάλαιο αυτό, θα παρουσιάσουµε µια εναλλακτική αναπαράσταση οποιασδήποτε

ακολουθίας ως συνδυασµoύ µιγαδικών εκθετικών ακολουθιών της µορφής {e–jωn},

(κατ’ αναλογία µε το ανάπτυγµα σε σειρά Fourier ενός περιοδικού αναλογικού σήµα-

τος). Πρόκειται για µία πολύ χρήσιµη αναπαράσταση των σηµάτων και των συστη-

µάτων διακριτού χρόνου σ’ ένα µετασχηµατισµένο πεδίο. Με άλλα λόγια, στο κεφά-

λαιο αυτό θα δούµε πώς µπορούµε να µεταβούµε από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο

της συχνότητας και αντίστροφα. Και όλα αυτά θα αφορούν πάντοτε την περίπτωση

των σηµάτων διακριτού χρόνου.

Στην ενότητα 2.1 πραγµατευόµαστε το µετασχηµατισµό Fourier[1] διακριτού χρόνου

(DTFT, Discrete Time Fourier Transform), ο οποίος εφαρµόζεται σε µη περιοδικά

σήµατα διακριτού χρόνου και παρουσιάζουµε τις ιδιότητές του. Με βάση το διαφο-

ρετικό τρόπο θεώρησης των σηµάτων από το πεδίο της συχνότητας, επανεξετάζουµε

το θέµα της δειγµατοληψίας. Στη συνέχεια, µελετάµε το διακριτό µετασχηµατισµό

Fourier (DFT, Discrete Fourier Transform) ο οποίος εφαρµόζεται σε σήµατα δια-

κριτού χρόνου πεπερασµένου µήκους (ενότητα 2.2). Τέλος, στην ενότητα 2.3 παρου-

σιάζουµε το βασικό αλγόριθµο για τον ταχύ υπολογισµό του διακριτού µετασχηµατι-

σµού Fourier (FFT, Fast Fourier Transform).

[1] Ιστορική αναδροµή: Ο Jean Baptiste Joseph Fourier (1768–1830) ήταν Γάλλος µαθη-
µατικός και φυσικός. Ο Fourier ερευνούσε τη διάδοση της θερµότητας και το 1807
παρουσίασε στο Ινστιτούτο της Γαλλίας µια εργασία του για τη χρήση των ηµιτονικών
κυµατοµορφών στην αναπαράσταση των κατανοµών θερµοκρασίας. Η εργασία του αυτή
υποστήριζε την ανορθόδοξη, για την εποχή εκείνη, άποψη ότι οποιοδήποτε συνεχές
περιοδικό σήµα θα µπορούσε να εκφραστεί ως άθροισµα κατάλληλων ηµιτονικών κυµα-
τοµορφών. Ανάµεσα στους κριτές της εργασίας υπήρχαν και δύο από τους πιο φηµισµέ-
νους µαθηµατικούς, ο Joseph Luis Lagrange (1736–1813) και ο Pierre Simon de Laplace
(1749–1827). Και ενώ ο Laplace, όπως και άλλοι κριτές, ψήφισαν υπέρ της δηµοσίευ-
σης της εργασίας, ο Lagrange αρνήθηκε, γιατί µέχρι τη στιγµή εκείνη δεν υπήρχε το
κατάλληλο µαθηµατικό υπόβαθρο, στο οποίο θα µπορούσε να στηριχτεί η σχετική από-
δειξη. Για πενήντα χρόνια ο Lagrange επέµενε ότι µια τέτοια προσέγγιση δε θα µπορούσε
να χρησιµοποιηθεί για την αναπαράσταση σηµάτων µε «γωνίες», δηλαδή σηµάτων µε
ασυνέχειες, όπως είναι οι τετραγωνικοί παλµοί. Το Ινστιτούτο της Γαλλίας, υποκύπτο-
ντας στο γόητρο του Lagrange, απέρριψε την εργασία του Fourier. Τελικά, αυτή δηµο-
σιεύτηκε µετά το θάνατο του Lagrange.
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2.1 ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ Fourier ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

2.1.1 √ÚÈÛÌÔ›

Ο µετασχηµατισµός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT, discrete–time Fourier transform)

ενός σήµατος διακριτού χρόνου x(n) είναι η αναπαράσταση του σήµατος αυτού ως

συνδυασµού µιγαδικών εκθετικών ακολουθιών της µορφής {e–jωn}, όπου ω µεταβλη-

τή, γνωστή και ως (κυκλική) συχνότητα. Ο DTFT µίας ακολουθίας, εάν υπάρχει, είναι

µοναδικός. Η αρχική ακολουθία µπορεί να υπολογιστεί, όταν µας δίνεται ο DTFT

αυτής, µε τη βοήθεια του αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου.

Ο DTFT X(ejω) της ακολουθίας x(n) ορίζεται ως

(2.1)

ενώ ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier διακριτού χρόνου ορίζεται ως

(2.2)

Οι σχέσεις (2.1) και (2.2) αποτελούν το λεγόµενο ζεύγος µετασχηµατισµών Fourier

διακριτού χρόνου. Η σχέση (2.1) ονοµάζεται και εξίσωση ανάλυσης, ενώ η (2.2) εξί-

σωση σύνθεσης. Βλέπουµε, λοιπόν, ότι µία ακολουθία µπορεί να εκφραστεί ως γραµ-

µικός συνδυασµός µιγαδικών εκθετικών ακολουθιών. Η συνάρτηση X(ejω) είναι µιγα-

δική και µπορεί να γραφεί ως

(2.3)

όπου Xr(e
jω) και Xi(e

jω) είναι πραγµατικές συναρτήσεις ως προς ω, και αποτελούν το

πραγµατικό και φανταστικό µέρος της X(ejω) αντίστοιχα. Η X(ejω) σε πολικές συντε-

ταγµένες γράφεται

(2.4)

όπου (2.5)

(2.6)

Η ποσότητα ονοµάζεται συνάρτηση µέτρου και η ποσότητα θ(ω) συνάρτη-
  
X e j( )ω

  
θ( )ω ω

ω

ω= { } =








−arg ( ) tan

( )

( )
X e

X e

X e
j i

j

r
j

1

  
X e X e X ej

r
j

i
j( ) ( ) ( )ω ω ω= +2 2

  
X e X e ej j j( ) ( )ω ω ω=  ( )θ

  X e X e jX ej
r

j
i

j( ) ( ) ( )ω ω ω= +

  

x n F X e X e e dj j j n( ) { ( )} ( )≡ =−

−
∫1 1

2
ω ω ω

π

π

π
ω

  
X e F x n x n ej j n

n

( ) { ( )} ( )ω ω≡ = −

=−∞

∞

∑
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ση φάσης. Και οι δύο αυτές συναρτήσεις είναι πραγµατικές συναρτήσεις του ω. Σε

πολλές εφαρµογές, ο µετασχηµατισµός Fourier ονοµάζεται φάσµα Fourier, και κατ’

επέκταση οι συναρτήσεις και θ(ω) αναφέρονται ως φάσµα µέτρου

(magnitude spectrum) και φάσµα φάσης (phase spectrum) αντίστοιχα.

Ο DTFT X(ejω) της ακολουθίας x(n) είναι µία συνεχής συνάρτηση του ω. Επιπλέον,

είναι περιοδική ως προς ω µε περίοδο ίση µε 2π, δηλαδή

(2.7)

Η τελευταία αυτή σχέση µπορεί να αποδειχθεί ως εξής:

Η περιοδικότητα είναι αποτέλεσµα του γεγονότος ότι τα διακριτού χρόνου µιγαδικά

εκθετικά σήµατα, τα οποία διαφέρουν στη συχνότητα κατά πολλαπλάσια του 2π,

είναι µεταξύ τους ταυτόσηµα.

Ο DTFT, όπως ορίζεται από τη σχέση (2.1), είναι ένα άθροισµα άπειρων όρων, το

οποίο πιθανόν να µην υπάρχει (να µη συγκλίνει) για κάποια σήµατα. Αποδεικνύεται

ότι η αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη αυτού ικανοποιείται όταν η ακολουθία x(n)

είναι αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή, δηλαδή:

(2.8)

Πριν προχωρήσουµε στις ιδιότητες του DTFT, ας δούµε ορισµένα παραδείγµατα

υπολογισµού του.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.1

Να υπολογιστεί ο DTFT της ακολουθίας x(n) = anu(n), όπου |a| < 1.

Λύση:

Από τον ορισµό (2.1) έχουµε:
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∞
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Το µέτρο και η φάση της X(ejω) φαίνονται στο Σχήµα 2.1. Παρατηρούµε, ότι οι

συναρτήσεις αυτές είναι συνεχείς και περιοδικές ως προς ω µε περίοδο 2π. Επίσης,

µπορούµε εύκολα να δούµε ότι ο DTFT της x(n) υπάρχει,

αφού < ∞ (για |a| < 1). 
  

x n a u n a
an

n

n

n

n

( ) ( )
=−∞

∞

=−∞

∞

=

∞

∑ ∑ ∑= = =
−
1

10
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™¯‹Ì· 2.1

Μέτρο και φάση
του DTFT της
ακολουθίας x(n) =
anu(n), |a| < 1 για
(α) a > 0 και 
(β) a < 0.

|X(ejω)|

|X(ejω)|

∠X(ejω)

1
(1-a)

1
(1+a)

1
1+a

1
1-a

-2π

-2π

-2π

-2π

2π

2π

2π

2π

-π

-π

-π

-π

π

π

π

π

0

0

0

0

∠X(ejω)

 tan-1

ω

ω

ω

ω

(a/   1-a2)

 tan-1 (|a|/   1-a2)

 –tan-1(|a|/   1-a2)

 –tan-1(a/   1-a2) (α)

(β)
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.2

Να υπολογιστεί ο DTFT της µοναδιαίας κρουστικής ακολουθίας x(n) = δ(n).

Λύση:

Από τον ορισµό (2.1) έχουµε:

Οι γραφικές παραστάσεις της δ(n) και του µετασχηµατισµού Fourier αυτής φαίνο-

νται στο Σχήµα 2.2. Παρατηρούµε, ότι η µοναδιαία κρουστική έχει µετασχηµατισµό

Fourier ο οποίος συνίσταται στην ισόποση συνεισφορά όλων των συχνοτήτων.

  
X e x n e n e ej j n

n

j n

n

j( ) ( )ω ω ω ω= = = ⋅ =−

=−∞

∞
−

=−∞

∞
−∑ ∑ δ( ) 1 10

Υπολογίστε τον DTFT της µετατοπισµένης µοναδιαίας κρουστικής ακολουθίας

x(n) = δ(n–M) και σχεδιάστε τις αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.1

Υπολογίστε τον DTFT του τετραγωνικού παλµού και σχε-

διάστε τις αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις.   
x n

n

n
( )

, | |

, | |
,=

≤
>





      

      

1 2

0 2

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.2

1

0 0n ω

1

δ(n) X(ejω)

-2π -π π 2π

™¯‹Ì· 2.2

(α) Η µοναδιαία
κρουστική ακο-

λουθία και 
(β) ο µετασχηµατι-
σµός Fourier δια-

κριτού χρόνου
αυτής.

Ο µετασχηµατισµός Fourier (DTFT) των πιο γνωστών σηµάτων διακριτού χρόνου

δίνεται από τον Πίνακα 2.1.
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¶›Ó·Î·˜ 2.1

Mετασχηµατισµός Fourier γνωστών ακολουθιών

Σήµα Μετασχηµατισµός

δ(n) 1, – ∞ < ω < ∞

δ(n – M) e–jωΜ

u(n)

αnu(n), |α| < 1

sin(ω0n)

cos(ω0n)

u(n) – u(n – M)

2.1.2 £ÂˆÚ‹Ì·Ù· Î·È È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌÂÙÛ¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Fourier 
‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Ο DTFT παρουσιάζει ορισµένες πολύ σηµαντικές ιδιότητες, οι οποίες είναι χρήσι-

µες για την ανάλυση σηµάτων και συστηµάτων διακριτού χρόνου. Η απόδειξή τους,

στην πλειονότητα των περιπτώσεων, γίνεται εύκολα, όταν πάρουµε ως αφετηρία τους

ορισµούς (2.1) και (2.2). Θα αναφέρουµε στη συνέχεια τις πιο γνωστές από αυτές.

Με θα συµβολίζουµε το ζεύγος των µετασχηµατισµών Fourier

διακριτού χρόνου, όπως αυτό δίνεται από τις σχέσεις (2.1) και (2.2).

°ƒ∞ªªπ∫√∆∏∆∞

Εάν και 

τότε (2.9)  a x n a x n a X e a X eF j j
1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )+ ← → +ω ω

  x n X eF j
2 2( ) ( )← → ω

  x n X eF j
1 1( ) ( )← → ω

  x n X eF j( ) ( )← → ω

  

sin(
sin(

( )/ω
ω
M / 2)
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e j M− −1 2

  
π ω ω π ω ω π[ ( (0 0δ δ− + + ++

=−∞

∞

∑ 2 2k k
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k k
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Αυτό σηµαίνει ότι ο µετασχηµατισµός Fourier είναι ένας γραµµικός µετασχηµατι-

σµός, κατάλληλος για τη µελέτη γραµµικών συστηµάτων. Έτσι, ο DTFT του γραµ-

µικού συνδυασµού δύο ή περισσοτέρων σηµάτων ισούται µε το γραµµικό συνδυα-

σµό των DTFT του κάθε σήµατος.

√§π™£∏™∏ ™∆√ Ãƒ√¡√

Εάν 

τότε (2.10)

Απόδειξη

Έστω g(n) = x(n–n0). Από τον ορισµό (2.1) του DTFT έχουµε:

Θέτοντας q = n–n0, οπότε n = q + n0, η τελευταία σχέση γίνεται:

.

Η ιδιότητα αυτή σηµαίνει ότι, εάν ένα σήµα µετατοπιστεί στο πεδίο του χρόνου κατά

n0 δείγµατα, τότε το φάσµα του µέτρου του παραµένει αναλλοίωτο. Αυτό που αλλά-

ζει κατά –ωn0 είναι το φάσµα της φάσης. Γίνεται φανερό, εποµένως, ότι το περιεχό-

µενο των συχνοτήτων ενός σήµατος εξαρτάται µόνον από τη µορφή του και όχι από

τη θέση του. Από µαθηµατική άποψη, αυτό εκφράζεται ως εξής: η ολίσθηση (µετα-

τόπιση) στο πεδίο του χρόνου κατά n0, ισοδυναµεί µε τον πολλαπλασιασµό του

φάσµατος επί στο πεδίο της συχνότητας.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.3

Να υπολογιστεί ο DTFT της ακολουθίας .

Λύση:

Σχεδιάζοντας την ακολουθία g(n), παρατηρούµε ότι αυτή έχει την ίδια µορφή µε την

x(n) της Άσκησης Aυτοαξιολόγησης 2.2, µόνο που είναι µετατοπισµένη προς τα

δεξιά κατά δύο δείγµατα, δηλαδή g(n) = x(n–2). Έτσι, µπορούµε να αποφύγουµε τον

υπολογισµό του µετασχηµατισµού Fourier G(ejω) µε βάση τον ορισµό (2.1), χρησι-
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µοποιώντας την ιδιότητα της µετατόπισης στο χρόνο κατά n0 = 2. Άρα, 

Παρατηρούµε ότι το αποτέλεσµα αυτό συµφωνεί µε την τελευταία σχέση του Πίνα-

κα 2.1 για M = 5, αφού πράγµατι η ακολουθία g(n) γράφεται και ως g(n) =

u(n)–u(n–5).

  

G e F g n F x n e X e ej j j j( ) { ( )} { ( )} ( )
sin( )

sin( )

ω ω ω ω

ω

ω
= = − = =− −2

5
2

2

2 2
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Υπολογίστε τον DTFT της x(n)–x(n–1), αν γνωρίζετε ότι ο µετασχηµατισµός

Fourier της x(n) είναι X(ejω).

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.3

Υπολογίστε τον DTFT της αιτιατής ακολουθίας x(n) = Αancos(ω0n + φ)u(n), όπου

Α, a, ω0, φ πραγµατικοί.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.4

√§π™£∏™∏ ™∆∏ ™ÀÃ¡√∆∏∆∞

Εάν 

τότε (2.11)

Σύµφωνα µε την ιδιότητα αυτή, ο πολλαπλασιασµός µιας ακολουθίας x(n) επί 

ισοδυναµεί µε την ολίσθηση (µετατόπιση) του φάσµατος X(ejω) κατά ω0. Η ιδιότη-

τα αυτή θα µας φανεί ιδιαίτερα χρήσιµη στη διαδικασία της σχεδίασης ψηφιακών

φίλτρων που θα γνωρίσουµε στο Κεφάλαιο 4. 

£∂øƒ∏ª∞ ∆∏™ ™À¡∂§π•∏™

Εάν και 

τότε (2.12)  x n x n x n X e X e X eF j j j( ) ( )* ( ) ( ) ( ) ( )= ← → = ⋅1 2 1 2
ω ω ω

  x n X eF j
2 2( ) ( )← → ω

  x n X eF j
1 1( ) ( )← → ω

  e j nω 0

  e x n X ej n F jω ω ω0 0( ) ( )( )← → −

  x n X eF j( ) ( )← → ω
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Απόδειξη:

< αλλάζοντας τη σειρά των αθροισµάτων και θέτοντας επιπλέον q = n–m έχουµε >

Το θεώρηµα της συνέλιξης είναι από τα πλέον σηµαντικά εργαλεία στην ανάλυση

γραµµικών συστηµάτων. Ουσιαστικά, µας λέει ότι η συνέλιξη δύο ακολουθιών στο

πεδίο του χρόνου, ισοδυναµεί µε το γινόµενο των φασµάτων τους στο πεδίο της

συχνότητας. Το γεγονός αυτό είναι µεγάλης σηµασίας στην ανάλυση σηµάτων και

συστηµάτων και στην κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο ένα LTI σύστηµα απο-

κρίνεται σε κάποια είσοδο που εφαρµόζεται σ’ αυτό. Θυµηθείτε τη γραµµική συνέ-

λιξη, όπως τη γνωρίσαµε στην ενότητα 1.4. Είδαµε ότι, αν σ’ ένα σύστηµα µε κρου-

στική απόκριση h(n) εφαρµοστεί το σήµα x(n), τότε η έξοδος του συστήµατος y(n)

θα ισούται µε τη γραµµική συνέλιξη της εισόδου και της κρουστικής αυτού, δηλα-

δή y(n) = x(n)*h(n). Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα της συνέλιξης, θα ισχύει

Y(ejω) = X(ejω) H(ejω), όπου X(ejω), Y(ejω), H(ejω) είναι οι µετασχηµατισµοί Fourier

των ακολουθιών x(n), y(n), h(n) αντίστοιχα. 

£∂øƒ∏ª∞ ∆√À PARSEVAL

Εάν τότε

(2.13)

Απόδειξη:

Στην προκειµένη περίπτωση µας συµφέρει να αρχίσουµε την απόδειξη από το δεύ-

τερο µέλος της σχέσης. Έχουµε λοιπόν:
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Το θεώρηµα του Parseval αναφέρεται στη διατήρηση της ενέργειας κατά τη µετά-

βαση από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της συχνότητας. Η ποσότητα 

αναφέρεται και ως φάσµα ενεργειακής πυκνότητας (energy–density spectrum) του

σήµατος x(n).

Εκτός από τις ιδιότητες που αναφέραµε, υπάρχουν και πολλές άλλες τις οποίες απλώς

παραθέτουµε στον Πίνακα 2.2.
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Να αποδειχτεί η ιδιότητα του πολλαπλασιασµού δύο σηµάτων διακριτού χρόνου.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.5

¶›Ó·Î·˜ 2.2

Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT)

Ιδιότητα Μη Περιοδικό Σήµα Μετασχηµατισµός Fourier

περιοδικές συναρτήσεις µε 

περίοδο 2π

Γραµµικότητα a1x1(n) + a2x2(n) a1X1(e
jω) + a2X2(e

jω)

Μετατόπιση στο χρόνο x(n – n0) X(ejω)

Μετατόπιση στη συχνότητα x(n)

Συζυγής ακολουθία x*(n) X*(e–jω)

Κατοπτρισµός στο χρόνο x( – n) X(e–jω)

Επέκταση χρόνου x(n/k) για n πολλαπλάσιο του k X(ejkω)

Συνέλιξη x1(n)*x2(n) X1(e
jω)X2(e

jω)
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2.1.3 ¢ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›·: ÌÈ· ·ÎfiÌË Ì·ÙÈ¿

Γνωρίσαµε τη δειγµατοληψία στην ενότητα 1.2 του Κεφαλαίου 1 και είδαµε ότι αυτή

έχει να κάνει µε τη µετατροπή ενός αναλογικού σήµατος σε ψηφιακό. Θα ασχολη-

θούµε και πάλι µε τη δειγµατοληψία, προσεγγίζοντας, όµως τη φορά αυτή, το όλο

θέµα από µία διαφορετική οπτική γωνία. Γνωρίζοντας, πλέον, το µετασχηµατισµό

Fourier και το πεδίο της συχνότητας, θα εξετάσουµε τα σήµατα από το πεδίο της

συχνότητας και θα προσπαθήσουµε να κατανοήσουµε την επίδραση που έχει η δειγ-

µατοληψία σ’ αυτά. Ο στόχος µας θα είναι και πάλι ο ίδιος, δηλαδή ο προσδιορισµός

της κατάλληλης περιόδου δειγµατοληψίας Τ, έτσι ώστε, να µη χάνεται πληροφορία,

και να είµαστε πάντοτε σε θέση να ανακατασκευάσουµε το αρχικό αναλογικό σήµα

από τα δείγµατά του.

Έστω λοιπόν, ότι το αναλογικό σήµα xa(t) τροφοδοτείται στην είσοδο ενός ιδανικού

δειγµατολήπτη. Η έξοδος αυτού θα είναι η ακολουθία x(n), τα στοιχεία της οποίας

αντιστοιχούν στις µετρήσεις του πλάτους της xa(t) ανά χρονικά διαστήµατα T δευ-

τερολέπτων

Πολλαπλασιασµός x1(n)x2(n)

∆ιαφόριση στη συχνότητα nx(n)

Συζυγής συµµετρία για x(n) πραγµατική

πραγµατικά σήµατα

Συµµετρία για πραγµατικά 

και άρτια σήµατα x(n) πραγµατική και άρτια X(ejω) πραγµατική και άρτια

Συµµετρία για πραγµατικά 

και περιττά σήµατα x(n) πραγµατική και περιττή X(ejω) φανταστική και περιττή

Θεώρηµα του Parseval 
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x(n) = xa(nT) (2.14)

Η παράµετρος T αποτελεί την περίοδο δειγµατοληψίας και το αντίστροφο αυτής τη

συχνότητα ή το ρυθµό δειγµατοληψίας (Fs = 1/T), δηλαδή, το πλήθος των δειγµάτων

που λαµβάνονται στη µονάδα του χρόνου.

Για να είµαστε σε θέση να ανακατασκευάσουµε το αναλογικό σήµα xa(t) από την

ακολουθία x(n) θα πρέπει τα φασµατικά χαρακτηριστικά του αναλογικού σήµατος

να διατηρούνται µετά τη δειγµατοληψία. Έστω Xa(jΩ) ο µετασχηµατισµός Fourier

του σήµατος xa(t) και X(ejω) ο µετασχηµατισµός Fourier διακριτού χρόνου της ακο-

λουθίας x(n). Αποδεικνύεται ότι 

(2.15)

Η σχέση αυτή δηλώνει ότι το φάσµα του σήµατος που προέκυψε από τη δειγµατο-

ληψία, αποτελείται από περιοδικές επαναλήψεις του φάσµατος του αναλογικού

σήµατος. Γραφικά αυτό παριστάνεται στο Σχήµα 2.3. Στο Σχήµα 2.3α φαίνεται το

φάσµα του αναλογικού σήµατος xa(t). Η ακριβής µορφή του (τριγωνική στην προ-

κειµένη περίπτωση) δεν έχει σηµασία. Αυτό που έχει σηµασία, είναι το ότι πρόκει-

ται για σήµα περιορισµένου εύρους (band–limited), δηλαδή, όλες οι συχνότητες

κυµαίνονται µεταξύ –Ωmax και Ωmax (–Ωmax ≤ Ω ≤ Ωmax). Στο Σχήµα 2.3β φαίνεται

ένας από τους όρους της εξίσωσης (2.15), ενώ στο Σχήµα 2.3γ δίνονται όλοι οι όροι

της εξίσωσης αυτής, δηλαδή το φάσµα του δειγµατοληπτηµένου σήµατος. Για να

είµαστε σε θέση να ανακατασκευάσουµε το αρχικό σήµα από τα δείγµατά του, θα

πρέπει να φροντίσουµε ώστε αυτές οι περιοδικές επαναλήψεις να µην καλύπουν η µία

την άλλη. Θα πρέπει δηλαδή να ικανοποιείται η συνθήκη

ΩmaxΤ ≤ π (2.16)

Επειδή Ωmax = 2πFmax, η συνθήκη αυτή γράφεται ως

Fs ≥ 2Fmax (2.17)

που είναι το γνωστό µας θεώρηµα δειγµατοληψίας. Στην περίπτωση που η συνθήκη

αυτή δεν ικανοποιείται, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.3δ, τότε λέµε ότι έχουµε το φαι-

νόµενο της φασµατικής επικάλυψης (spectral overlap) ή της χαµηλού ρυθµού δειγµα-

τοληψίας (aliasing / undersampling). Σε µια τέτοια περίπτωση η µορφή του φάσµα-

τος του αρχικού σήµατος δε διατηρείται στο φάσµα του δειγµατοληπτηµένου σήµα-

τος, µε συνέπεια να µην είναι δυνατή η ακριβής ανακατασκευή του αρχικού αναλο-

γικού σήµατος.
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Θεωρήσαµε στα προηγούµενα ότι το αναλογικό σήµα είναι περιορισµένου εύρους

συχνοτήτων, όπως άλλωστε παριστάνεται στο Σχήµα 2.3α. Στην πράξη αυτό δε συµ-

βαίνει πάντοτε. Επιπλέον, ας µην ξεχνάµε, ότι ο θόρυβος που παρεισδύει σε κάθε

σύστηµα εκτείνεται συνήθως σε όλο το εύρος των συχνοτήτων. Έτσι, για να δια-

σφαλίσουµε το γεγονός ότι το σήµα εισόδου είναι περιορισµένου εύρους, τοποθε-

τούµε πάντοτε ένα αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο (analog lowpass filter) πριν από

το σύστηµα ψηφιακής επεξεργασίας σηµάτων, για να αποκόπτει τις συχνότητες που

είναι µεγαλύτερες από Fs/2. Ένα παρόµοιο αναλογικό φίλτρο τοποθετείται και στην

έξοδο του ψηφιακού συστήµατος για τη σωστή ανακατασκευή του σήµατος εξόδου,

δηλαδή για την επιλογή µόνο του βασικού φασµατικού περιεχοµένου µεταξύ –Fs/2

και Fs/2. Έτσι, ένα πλήρες σύστηµα ψηφιακής επεξεργασίας σηµάτων είναι όπως

αυτό που φαίνεται στο Σχήµα 2.4.

Xa(Ω)
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2ΩmaxT
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ω
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-4π 4π-2π 2π
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-ΩmaxT ΩmaxT

X(e jω)

1/T
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-4π 4π-2π π 2π

(δ)

™¯‹Ì· 2.3

Η δειγµατοληψία
από το πεδίο της

συχνότητας: 
(α) φάσµα αναλο-
γικού σήµατος, (β)

ένας από τους
όρους του φάσµα-
τος του δειγµατο-
ληπτηµένου σήµα-

τος, (γ) φάσµα
δειγµατοληπτηµέ-
νου σήµατος για

Fs > 2Fmax, και 
(δ) φάσµα δειγµα-

τοληπτηµένου
σήµατος 

για Fs < 2Fmax
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Στην ενότητα αυτή ασχοληθήκαµε µε το µετασχηµατισµό Fourier διακριτού χρό-

νου (DTFT). Είδαµε ότι ο µετασχηµατισµός αυτός εφαρµόζεται γενικά σε µη περιο-

δικά σήµατα διακριτού χρόνου άπειρου µήκους. O DTFT τέτοιων σηµάτων είναι

συνεχής και περιοδικός. Η γνώση του µετασχηµατισµού Fourier µας βοήθησε να

προσεγγίσουµε και πάλι το θέµα της δειγµατοληψίας, αλλά από το πεδίο της συχνό-

τητας τη φορά αυτή, αποσαφηνίζοντας το φαινόµενο της φασµατικής επικάλυψης,

το οποίο παρουσιάζεται όταν ο ρυθµός λήψης δειγµάτων είναι χαµηλότερος του

απαιτούµενου. 

2.2 ¢È·ÎÚÈÙfi˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ Fourier

2.2.1 √ÚÈÛÌÔ›

Είδαµε στην ενότητα 2.1 ότι ο µετασχηµατισµός Fourier ενός σήµατος διακριτού

χρόνου x(n) είναι η συνεχής συνάρτηση X(ejω). Η συνάρτηση αυτή δεν είναι εύκολο

να υπολογιστεί µε τη χρήση ενός ψηφιακού επεξεργαστή σήµατος, ο οποίος είναι

συνήθως ένας γενικού σκοπού υπολογιστής ή ένα ειδικά σχεδιασµένο ψηφιακό

κύκλωµα. Εκείνο που είναι εύκολο να υπολογιστεί, είναι δείγµατα του φάσµατος

X(ejω). Αυτό είναι το αντικείµενο µε το οποίο ασχολούµαστε στην παρούσα ενότη-

τα, δηλαδή ο υπολογισµός του φάσµατος σε διακριτές συχνότητες (διακριτός µετα-

σχηµατισµός Fourier), καθώς και οι ιδιότητες που ισχύουν σ’ αυτή την περίπτωση.

¢π∞∫ƒπ∆√™ ª∂∆∞™Ã∏ª∞∆π™ª√™ FOURIER (DFT)

Ο µετασχηµατισµός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της πεπερασµένου µήκους Ν

ακολουθίας x(n), δηλαδή x(n) = 0 για n < 0 και n ≥ N, ισούται µε

,  0 ≤ ω ≤ 2π (2.18)

όπου τα όρια του αθροίσµατος αντικατοπτρίζουν το γεγονός ότι x(n) = 0 εκτός του
  
X e x n ej j n

n

N

( ) ( )ω ω= −

=

−

∑
0

1

6 52 . 2  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ ™  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™  F O U R I E R

™¯‹Ì· 2.4

∆ιάγραµµα βαθµίδων ενός συστήµατος ψηφιακής επεξεργασίας αναλογικών σηµάτων

Aναλογικό[
Σήµα

Aναλογικό[
Σήµα

Aναλογικό[
Bαθυπερατό[
Φίλτρο

Aναλογικό[
Bαθυπερατό[
Φίλτρο

Ψηφιακός[
Eπεξεργαστής[
Σήµατος

A/D D/A
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διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N–1. Εάν λάβουµε δείγµατα της συνεχούς συνάρτησης X(ejω)

σε ισαπέχοντα διαστήµατα στη συχνότητα ωk = k∆ω = k(2π/Ν), k = 0, 1,…,N–1, (Βλ.

Σχήµα 2.5), τότε θα πάρουµε τα δείγµατα 

(2.19)

Ας σηµειωθεί ότι, αφού η X(ejω) είναι περιοδική µε περίοδο 2 π, µόνο τα δείγµατα

της βασικής περιοχής συχνοτήτων είναι απαραίτητα. Επειδή τα δείγµατα αυτά προ-

κύπτουν από τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Fourier X(ejω) σε Ν ισαπέχου-

σες διακριτές συχνότητες, η σχέση (2.19) ονοµάζεται διακριτός µετασχηµατισµός

Fourier (Discrete Fourier Transform, DFT) της x(n). Αποδεικνύεται ότι µπορούµε

να ανακατασκευάσουµε την ακολουθία x(n) από τα δείγµατα X(k) στη συχνότητα,

µε βάση τη σχέση

(2.20)

η οποία αποτελεί τον αντίστροφο διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (inverse DFT,

IDFT).
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™¯‹Ì· 2.5

∆ειγµατοληψία
στη συχνότητα του
µετασχηµατισµού

Fourier διακριτού
χρόνου (DTFT).

Οι σχέσεις (2.19) και (2.20) αποτελούν το λεγόµενο «ζεύγος του DFΤ». Παρατηρή-

στε ότι, τόσο η ακολουθία x(n), όσο και η ακολουθία X(k) είναι του ίδιου µήκους Ν.

Θα συµβολίζουµε το ζεύγος του DFT Ν–σηµείων ως . Οι σχέ-

σεις αυτές µπορούν να εκφραστούν και ως 

(2.21)

(2.22)
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όπου εξ ορισµού

WN = e–j2π/N (2.23)

είναι η Νστή ρίζα της µονάδας. Οι παράγοντες αποτελούν τις µιγαδικές ακο-

λουθίες βάσης στις οποίες στηρίζεται ο DFT και ονοµάζονται παράγοντες στροφής

(twiddle factors). Στο Σχήµα 2.6 φαίνεται η µιγαδική αναπαράσταση των WN και

αναδεικνύεται η κυκλική ιδιότητα των παραγόντων στροφής για ένα DFT 8–σηµεί-

ων (N = 8).

Η µετάβαση από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της συχνότητας και αντιστρόφως,

µε τη βοήθεια του ζεύγους των µετασχηµατισµών Fourier (εξισώσεις 2.21 και 2.22),

απεικονίζεται στο Σχήµα 2.7. 

 WN
nk
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W6[
8

W4[
8

W5[
8 W7[

8

W0[
8 =1

W1[
8

W2[
8 =-W6[8

=-W5[8W3[
8 =-W7[8

X(k)=Σx(n)Wnk
N

N-1

n=0

x(n)=        ΣX(k)W-nk
N

N-1

k=0

DFT

IDFT

x(n) X(k)

1
N

™¯‹Ì· 2.6

Παράγοντες στροφής για ένα DFT 8–σηµείων 
(Ν = 8).

™¯‹Ì· 2.7

Σχηµατική αναπαράσταση της µετάβασης από το πεδίο
του χρόνου στο πεδίο της συχνότητας και αντιστρόφως µε
χρήση του ζεύγους DFT.

Αποδεικνύεται πολύ εύκολα από τους ορισµούς του ζεύγους DFT, ότι οι ακολουθίες

x(n) και X(k) είναι περιοδικές µε περίοδο Ν, δηλαδή

x(n + N) = x(n) για όλα τα n (2.24)

X(k + N) = X(k) για όλα τα k (2.25)
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.4

Να υπολογισθεί ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier της ακολουθίας {1, 1, 0, 0}.

Λύση:

Η ακολουθία x(n) αποτελείται από τέσσερα δείγµατα (Ν = 4), τα εξής: x(0) = 1, x(1)

= 1, x(2) = 0, x(3) = 0. Με βάση τη σχέση (2.21) υπολογίζουµε τις τέσσερις συνι-

στώσες της συχνότητας:

όπου 

Όµοια αποδεικνύεται ότι X(2) = 0 και X(3) = 1 + j. Παρατηρήστε ότι η συνιστώσα

µηδενικής συχνότητας X(0) ισούται πάντοτε µε το άθροισµα όλων των στοιχείων της

ακολουθίας x(n). Άρα ο DFT της ακολουθίας {1, 1, 0, 0} ισούται µε τη µιγαδική ακο-

λουθία {2, 1–j, 0, 1 + j}. Για να είναι πιο κατανοητή η αναπαράσταση του αποτελέ-

σµατος, συνηθίζεται να εκφράζουµε τους µιγαδικούς αριθµούς µε το µέτρο και τη

φάση τους. Έτσι, ο DFT που µόλις υπολογίσαµε, εκφράζεται ως 

. 

Οι γραφικές παραστάσεις της ακολουθίας x(n) και του αντίστοιχου DFT X(k), φαί-

νονται στο Σχήµα 2.8.
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Η περιοδική επέκταση της πεπερασµένου µήκους ακολουθίας x(n), 0 ≤ n ≤ N–1, ανά

Ν δείγµατα, οδηγεί στην περιοδική ακολουθία 

(2.26)

µε βασική περίοδο Ν, όπως φαίνεται στα Σχήµατα 2.9α,β για Ν = 6. Η ολίσθηση

(µετατόπιση) της περιοδικής ακολουθίας xp(n) κατά n0 δείγµατα προς τα δεξιά, θα

µας δώσει µία άλλη περιοδική ακολουθία

(2.27)

Η πεπερασµένου µήκους ακολουθία

(2.28)
  
x n

x n n Np'
'   0

αλλού
( )

( ),

,
=

≤ ≤ −



1

0

  

x n x n n x n n qNp p

q

' ( ) ( ) ( )= − = − −
=−∞

∞

∑0 0

  

x n x n qNp ( ) ( )= −
=−∞

∞

∑
q
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x(n)
|X(k)| X(k)

0 1

11

2 3 0

0

1

1

2 3

2 3

2
√2 √2

n k

k

__- π
4

__π
4

(α) (β)

™¯‹Ì· 2.8

(α) Η ακολουθία
x(n) και 
(β) το µέτρο και η
φάση του DFT
αυτής.

Να υπολογιστεί ο DFT της µοναδιαίας κρουστικής.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.6

Να υπολογιστεί ο DFT της σταθερής ακολουθίας 
  
x n

A n N
( )

, , , ...,

,         
= = −




     

αλλού

0 1 1

0

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.7
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συνδέεται µε την αρχική ακολουθία x(n) µέσω της κυκλικής ολίσθησης. Στο Σχήµα
2.9γ φαίνεται η ακολουθία x'p(n) = xp(n–n0) για n0 = 2 και στο Σχήµα 2.9δ η πεπε-
ρασµένου µήκους ακολουθία x'(n) (N = 6).

Γενικά, η κυκλική ολίσθηση µιας ακολουθίας µπορεί να παρασταθεί µε τη βοήθεια
των υπολοίπων (modulo) ως

x'(n) = x( < n–n0 > N) (2.29)

όπου ο συµβολισµός < m > N διαβάζεται ως m modulo N και σηµαίνει το υπόλοιπο
της διαίρεσης του m δια του Ν. Για n0 > 0 (κυκλική ολίσθηση προς τα δεξιά), η σχέση
αυτή σηµαίνει ότι

(2.30)

Η κυκλική ολίσθηση κατά n0, όπου n0 > Ν, ισοδυναµεί µε την κυκλική ολίσθηση
κατά < n0 > N. Για το παράδειγµα της ακολουθίας x(n) = {1,2,3,4,5,6} του Σχήµατος
2.9, η κυκλική ολίσθηση κατά δύο θα µας δώσει την ακολουθία x'(n) = x( < n–2 > 6)
= {5,6,1,2,3,4}. Ο υπολογισµός της κυκλικά ολισθηµένης ακολουθίας x'(n) σύµφω-
να µε τον ορισµό (2.30) έχει ως εξής:

x'(0) = x( < 0–2 > 6) = x(0–2 + 6) = x(4) = 5

x'(1) = x( < 1–2 > 6) = x(1–2 + 6) = x(5) = 6

x'(2) = x( < 2–2 > 6) = x(0) = 1

x'(3) = x( < 3–2 > 6) = x(1) = 2

x'(4) = x( < 4–2 > 6) = x(2) = 3

x'(5) = x( < 5–2 > 6) = x(3) = 4

Συµπεραίνουµε, εποµένως, ότι η κυκλική ολίσθηση µιας ακολουθίας Ν–σηµείων ισο-
δυναµεί µε τη γραµµική ολίσθηση της περιοδικής της επέκτασης.

Ένας παραστατικός τρόπος, για την κατανόηση της κυκλικής ολίσθησης µιας πεπε-
ρασµένου µήκους ακολουθίας, είναι αυτός της τοποθέτησης των στοιχείων της στην
περιφέρεια ενός κύκλου, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.9ε για την ακολουθία x(n) έξι
στοιχείων. Τα στοιχεία τοποθετούνται σε ισαπέχοντα σηµεία στην περιφέρεια ενός
κύκλου και µε φορά αντίθετη της κίνησης των δεικτών του ωρολογίου (αριστερό-
στροφα). Κυκλική ολίσθηση κατά n0 σηµαίνει την ολίσθηση όλων των στοιχείων κατά
n0 θέσεις αριστερόστροφα ή δεξιόστροφα, ανάλογα µε το αν το n0 είναι θετικό ή αρνη-
τικό αντίστοιχα. Στο Σχήµα 2.9στ φαίνεται η x( < n–2 > 6), η οποία προέκυψε από την
x(n) του Σχήµατος 2.9ε µε κυκλική ολίσθηση αριστερόστροφα κατά n0 = 2.

   
x n n

x n n N n n

x n n n n N
N( )

( ) , ,  ,  

( ) ,  ,  
< − > =

− + = −
− = −
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0 0
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™¯‹Ì· 2.9 

Κυκλική ολίσθηση ακολουθίας: 
(α) αρχική ακολουθία, 
(β) περιοδική επέκταση της αρχικής,
(γ) γραµµική ολίσθηση της περιοδικής
ακολουθίας,
(δ) κυκλικά ολισθηµένη ακολουθία
κατά δύο, 
(ε) η αρχική ακολουθία σε κύκλο, (στ)
κυκλική ολίσθηση κατά δύο αριστερό-
στροφα.
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Η κυκλική συνέλιξη των ακολουθιών x1(n) και x2(n), n = 0,1,…,N–1, ορίζεται ως 

(2.31)

Παρατηρήστε ότι πρόκειται για µία νέα ακολουθία επίσης µήκους Ν, όσο δηλαδή και

το µήκος καθεµιάς από τις αρχικές ακολουθίες, και όχι µήκους 2Ν–1, όπως θα συνέ-

βαινε στην περίπτωση της γραµµικής συνέλιξης αυτών. Τα βήµατα για τον υπολογι-

σµό της κυκλικής συνέλιξης είναι ίδια µε τα τέσσερα βήµατα που γνωρίσαµε κατά

τον υπολογισµό της γραµµικής συνέλιξης (βλ. ενότητα 1.4): αντιστροφή χρόνου(κατο-

πτρισµός) της µιας ακολουθίας, ολίσθηση της κατοπτρικής ακολουθίας, πολλαπλα-

σιασµός των δύο ακολουθιών σηµείο προς σηµείο και άθροιση των γινοµένων. Η

βασική διαφορά µεταξύ των δύο αυτών τύπων συνέλιξης, είναι ότι κατά την κυκλική

συνέλιξη ο κατοπτρισµός και η ολίσθηση γίνονται µε κυκλικό τρόπο, υπολογίζοντας

τους δείκτες της µιας ακολουθίας µε βάση την πράξη του υπολοίπου (modulo N). Στην

περίπτωση της γραµµικής συνέλιξης, δεν υπάρχει η πράξη του υπολοίπου.

Μπορούµε εύκολα να αποδείξουµε ότι η ιδιότητα της αντιµεταθετικότητας ισχύει

και για την περίπτωση της κυκλικής συνέλιξης, δηλαδή

x1(n)⊗x2(n) = x2(n)⊗x1(n) (2.32)

Αυτό σηµαίνει ότι οποιαδήποτε από τις δύο ακολουθίες υποστεί κατοπτρισµό και

ολίσθηση, το αποτέλεσµα της κυκλικής συνέλιξης δεν αλλάζει.

Ας δούµε στη συνέχεια ένα παράδειγµα υπολογισµού της κυκλικής συνέλιξης δύο

ακολουθιών.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.5

Να υπολογισθεί η κυκλική συνέλιξη των ακολουθιών x1(n) = {1,2,3}, x2(n) = {4,5,6}.

Λύση:

Ο υπολογισµός της κυκλικής συνέλιξης x3(n) = x1(n) ⊗x2(n) µε βάση τη σχέση (2.31),

µας υπαγορεύει την κυκλική ολίσθηση της κατοπτρικής της ακολουθίας x2(m). Αυτό µπο-

ρεί να γίνει εύκολα µε την τοποθέτηση των ακολουθιών πάνω στις περιφέρειες δύο οµό-

κεντρων κύκλων, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.10. Αρχικά οι δύο ακολουθίες τοποθε-

τούνται πάνω στις περιφέρειες αριστερόστροφα (Σχήµα 2.10α). Στη συνέχεια, βρίσκου-

µε την κατοπτρική της ακολουθίας x2(m), τοποθετώντας αυτή δεξιόστροφα, όπως φαί-

νεται στον εσωτερικό κύκλο του Σχήµατος 2.10β. Ο εξωτερικός κύκλος παραµένει στα-

θερός, ενώ ο εσωτερικός περιστρέφεται κάθε φορά αριστερόστροφα κατά 2π/3 ή κατά

   
x n x n x m x n m n NN

m

N

1 2 1 2

0

1

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ),      , , ,⊗ = < − > = −
=

−

∑ K

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 72



2.2.2 π‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Fourier

Ο DFT παρουσιάζει ορισµένες σηµαντικές ιδιότητες τις οποίες µπορούµε να αξιο-

ποιήσουµε στις διάφορες εφαρµογές µας. Μερικές από τις ιδιότητες του DFT είναι

ανάλογες µε τις αντίστοιχες του DTFT. Άλλες είναι διαφορετικές, γεγονός που οφεί-

λεται στο πεπερασµένο µήκος των ακολουθιών και του DFT αυτών.

7 32 . 2  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ ™  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™  F O U R I E R
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x3(1)=1·5+2·4+3·6=31 x3(2)=1·6+2·5+3·4=28

x3(n)=x1(n)⊗x2(n)

{x3(n)}={31,31,28}

31 31

28
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n

™¯‹Ì· 2.10

Κυκλική συνέλιξη
των ακολουθιών
{1,2,3} και {4,5,6}

2π/Ν γενικά. Με κάθε περιστροφή κατά 2π/3, υπολογίζουµε τα αθροίσµατα των γινοµέ-

νων σύµφωνα µε τη σχέση (2.31). Το αποτέλεσµα της κυκλικής συνέλιξης φαίνεται στο

Σχήµα 2.10ε.
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Εάν και 

τότε (2.33)

όπου a1, a2 πραγµατικές ή µιγαδικές σταθερές. Η ιδιότητα της γραµµικότητας απο-

δεικνύεται πολύ εύκολα από τον ορισµό του DFT (σχέση 2.21).

∫À∫§π∫∏ √§π™£∏™∏ ™∆√ Ãƒ√¡√

Εάν 

τότε (2.34)

Η σχέση αυτή µας δείχνει ότι ο DFT της κυκλικά ολισθηµένης ακολουθίας έχει το

ίδιο µέτρο µε την αρχική, αλλά διαφορετική φάση.

  x n n W X kN
DFT

N
knN( ) ( )< − > ← →0

0

  x n X kDFTN( ) ( )← →

  a x n a x n a X k a X kDFTN
1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )+ ← → +

  x n X kDFTN
2 2( ) ( )← →  x n X kDFTN

1 1( ) ( )← →

Να υπολογισθεί ο DFT των ακολουθιών x1(n) = {1, 0, 0, 1} και x2(n) = {0, 0, 1, 1}.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.8

∫À∫§π∫∏ √§π™£∏™∏ ™∆∏ ™ÀÃ¡√∆∏∆∞

Εάν 

τότε (2.35)

Με άλλα λόγια, ο πολλαπλασιασµός της ακολουθίας x(n) µε την εκθετική ακολου-

θία , ισοδυναµεί µε την κυκλική ολίσθηση στη συχνότητα, κατά k0 µονάδες,

του DFT αυτής.

∫À∫§π∫∏ ™À¡∂§π•∏

Εάν και 

τότε (2.36)

Η κυκλική συνέλιξη δύο ακολουθιών στο πεδίο του χρόνου, ισοδυναµεί µε τον πολ-

λαπλασιασµό των αντίστοιχων DFT αυτών.

  x n x n X k X kDFTN
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )⊗ ← → ⋅

  x n X kDFTN
2 2( ) ( )← →  x n X kDFTN

1 1( ) ( )← →

  e
j

N
k n

2
0

π

  W x n X k kN
k n DFT

N
N− ← → < − >0

0( ) ( )

  x n X kDFTN( ) ( )← →
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Εάν και 

τότε (2.37)

Πρόκειται ουσιαστικά για τη διττή έκφραση της προηγούµενης ιδιότητας, και επα-

ληθεύεται έτσι το γεγονός ότι ο πολλαπλασιασµός δύο ακολουθιών στο πεδίο του

χρόνου αντιστοιχεί στην κυκλική συνέλιξη των DFT αυτών.

£∂øƒ∏ª∞ ∆√À PARSEVAL

Εάν 

τότε (2.38)

Το θεώρηµα του Parseval εκφράζει τη διατήρηση της ενέργειας κατά τη µετάβαση

από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της συχνότητας. Με άλλα λόγια, το άθροισµα

των τετραγώνων των τιµών των δειγµάτων ισούται µε τη µέση τιµή των τετραγώ-

νων των φασµατικών γραµµών. Η αναπαράσταση των |X(k)|2 ονοµάζεται φάσµα

ισχύος της x(n). Παρατηρούµε ότι το φάσµα ισχύος εξαρτάται µόνο από το µέτρο

του φάσµατος και όχι από τη φάση του.

  
| ( ) | (x n

N
X k

k

N

n

N
2 2

0

1

0

1 1=
=

−

=

−

∑∑ )

  x n X kDFTN( ) ( )← →

  
x n x n

N
X k X kDFTN

1 2 1 2
1

( ) ( ) ( ) ( )⋅ ← → ⊗

  x n X kDFTN
2 2( ) ( )← →  x n X kDFTN

1 1( ) ( )← →
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Να επαληθευτεί η ιδιότητα της κυκλικής συνέλιξης για την περίπτωση των ακο-

λουθιών του Παραδείγµατος 2.5.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.9

Να επαληθευτεί το θεώρηµα του Parseval για το σήµα x(n) = {1,2,3}.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.10
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Ο πλήρης κατάλογος των ιδιοτήτων του DFT παρουσιάζεται στον Πίνακα 2.3.

¶›Ó·Î·˜ 2.3

Ιδιότητες του DFT

Ιδιότητα Ακολουθία µήκους Ν DFT Ν σηµείων

x1(n) X1(k)

x2(n) X2(k)

Γραµµικότητα a1x1(n) + a2x2(n) a1X1(k) + a2X2(k)

Κυκλική µετατόπιση 

στο χρόνο x( < n – n0 > Ν)

Κυκλική µετατόπιση 

στη συχνότητα X( < k – k0 > Ν)

Συζυγής ακολουθία x*(n) X*( < – k > Ν)

Κατοπτρισµός στο χρόνο x( < – n > Ν) X*(k)

Κυκλική συνέλιξη x1(n) ⊗x2(n)[1] X1(k)X2(k)

Πολλαπλασιασµός x1(n)x2(n)

Συζυγής συµµετρία για
x(n) πραγµατική

πραγµατικά σήµατα

Θεώρηµα του Parseval 

[1] x1(n)⊗x2(n) = x2( < n – m > N)
  

x m
m

N

1

0

1

( )
=

−

∑

  
x n

N
X k

n

N

k

N

( ) ( )
2

0

1
2

0

11

=

−

=

−

∑ ∑=

  

X k X k

X k X k

X k X k

X k X k

X k X k

N( ) ( )

Re{ ( )} Re{ ( )}

Im{ ( )} Im{ ( )}

( ) ( )

( ) ( )

*= −
= −
= − −

= −

∠ = −∠ −















< >

< >

< >

< >

< >

N

N

N

N

  

1
1

0

1

2N
X m X k m

m

N

N( ) ( )
=

−

∑ < − >

  W x nk n− 0 ( )

  W X kkn0 ( )
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2.2.3 °Ú·ÌÌÈÎ‹ Û˘Ó¤ÏÈÍË Ì¤Ûˆ ÙÔ˘ DFT

Είδαµε στην προηγούµενη υποενότητα ότι το γινόµενο δύο DFT είναι ισοδύναµο µε

την κυκλική συνέλιξη των αντιστοίχων ακολουθιών στο χρόνο. Η κυκλική συνέλι-

ξη όµως δε φαίνεται να µας είναι χρήσιµη στην πράξη, αφού για τον υπολογισµό της

απόκρισης y(n) ενός γραµµικού συστήµατος, πρέπει να βρούµε τη γραµµική συνέ-

λιξη της εισόδου x(n) µε την κρουστική απόκριση h(n) αυτού, δηλαδή y(n) =

x(n)*h(n) (ενότητα 1.4). Μάλιστα, εάν L είναι το µήκος της ακολουθίας x(n) και M

το µήκος τα ακολουθίας h(n), τότε το µήκος της ακολουθίας y(n) θα ισούται µε L +

M–1. Από τις ιδιότητες του DTFT (ενότητα 2.1), γνωρίζουµε ότι

(2.39)

Άρα, εάν θέλουµε να ανακατασκευάσουµε την y(n) από τα δείγµατα του φάσµατος

της Y(ejω) σε διακριτές συχνότητες, θα πρέπει να πάρουµε τουλάχιστον L + M–1 δείγ-

µατα στη συχνότητα. Συνεπώς, απαιτείται ένας DFT µήκους N ≥ L + M–1, για την

αναπαράσταση της ακολουθίας y(n) στο πεδίο του χρόνου. Έτσι,

εάν 

τότε Y(k) = X(k)H(k), k = 0,1,…,N–1 (2.40)

όπου X(k), H(k) οι DFT Ν–σηµείων των ακολουθιών x(n), h(n) αντίστοιχα. Επειδή οι

ακολουθίες x(n) και h(n) έχουν µήκος µικρότερο από Ν, προσθέτουµε στοιχεία µηδε-

νικής τιµής σε καθεµιά από αυτές, έτσι ώστε το µήκος τους να γίνει ίσο µε Ν (zero

padding). Αυτή η αύξηση του µήκους των ακολουθιών δεν επηρεάζει τα φάσµατά

τους X(ejω) και Y(ejω), τα οποία είναι συνεχή. Απλώς, αυτό που έχουµε επιτύχει µε το

να πάρουµε Ν δείγµατα στη συχνότητα, (υπολογίζοντας τους DFT µήκους Ν), είναι

να αυξήσουµε το πλήθος των δειγµάτων, τα οποία αντιπροσωπεύουν τις ακολουθίες

αυτές στο πεδίο της συχνότητας, πέρα από το ελάχιστο πλήθος (L και M αντίστοιχα).

Ο Ν–σηµείων DFT, όπου Ν = L + M–1, της ακολουθίας εξόδου y(n), είναι αρκετός

για την αναπαράσταση της y(n) στο πεδίο των συχνοτήτων. Κατά συνέπεια, και ο

πολλαπλασιασµός των Ν–σηµείων DFT X(k) και H(k), σύµφωνα µε τη σχέση (2.40)

και ο επακόλουθος Ν–σηµείων ΙDFT του γινοµένου, θα µας δώσει την ακολουθία

y(n) (Βλ. Σχήµα 2.11). Κατ΄ αναλογία, στο πεδίο του χρόνου αυτό σηµαίνει πως η

Ν–σηµείων κυκλική συνέλιξη των x'(n) και h'(n) ισοδυναµεί µε τη γραµµική συνέ-

λιξη των x(n) (µήκους L) και h(n) (µήκους M). Με άλλα λόγια, αυξάνοντας το µήκος

των ακολουθιών x(n) και h(n) σε Ν (προσθέτοντας στο τέλος καθεµιάς στοιχεία µηδε-

νικής τιµής) και εκτελώντας την κυκλική συνέλιξη των ακολουθιών που προκύπτουν,

  Y k Y X H k Nj
k N

j j
k N( ) ) ) ,  ,  ,  ,  ) (e (e (e=2 / =2 /≡ = = … −ω

ω π
ω ω

ω π 0 1 1

  y n x n h n Y e X e H eF j j j( ) ( )* ( ) ( ) ( ) ( )= ← → = ⋅ω ω ω
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παίρνουµε το ίδιο αποτέλεσµα µε εκείνο που θα παίρναµε, εάν εκτελούσαµε τη γραµ-

µική συνέλιξη των αρχικών ακολουθιών. Εποµένως, ο DFT µπορεί να χρησιµοποιη-

θεί για τον υπολογισµό της γραµµικής συνέλιξης, εφαρµόζοντας αυτόν στις ακο-

λουθίες που έχουν κατάλληλα επιµηκυνθεί.

DFT

h'(n)

x'(n)

y(n) = x(n)*h(n)

X(k)

X(k)⋅H(k)

H(k)
DFT

IDFT

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.6

Χρησιµοποιήστε το ζεύγος του DFT για τον υπολογισµό της εξόδου ενός συστήµα-

τος µε κρουστική απόκριση h(n) = {1, 4, 4, 1} στο οποίο εφαρµόζεται είσοδος x(n)

= {5, 4, 3, 2, 1}.

Λύση

Η ακολουθία εισόδου έχει µήκος L = 4 και η κρουστική ακολουθία έχει µήκος M =

5. Η γραµµική συνέλιξη των δύο αυτών ακολουθιών θα µας δώσει την ακολουθία

εξόδου y(n) µήκους Ν = L + M–1 = 8. Εποµένως, το µήκος του DFT θα πρέπει να

είναι (τουλάχιστον) οχτώ. Επιµηκύνουµε τις ακολουθίες x(n) και h(n), ώστε καθε-

µιά να αποκτήσει µήκος ίσο µε οχτώ, προσθέτοντας στοιχεία µηδενικής τιµής, και

στη συνέχεια υπολογίζουµε τον DFT των νέων ακολουθιών. Οι ακολουθίες που προ-

κύπτουν είναι x'(n) = {5, 4, 3, 2, 1, 0, 0, 0} και h'(n) = {1, 4, 4, 1, 0, 0, 0, 0}.

Ο 8–σηµείων DFT της εισόδου x'(n) ισούται µε , k = 0, 1,

…, 7 και εποµένως:

X(0) = 15 X(4) = 3

X(1) = 5,41–j7,24 X(5) = 2,6 + j1,24

X(2) = 3–j2 X(6) = 3 + j2

X(3) = 2,6–j1,24 X(7) = 5,41 + j7,24

Ο 8–σηµείων DFT της κρουστικής h'(n) ισούται µε , k = 0,

1, …, 7 και εποµένως:   
H k h n e j kn

n

( ( )) ' /8= −

=
∑ 2

0

7
π

  
X k x n e j kn

n

( ( )) ' /8= −

=
∑ 2

0

7
π

™¯‹Ì· 2.11

Γραµµική συνέλι-
ξη στο πεδίο της

συχνότητας
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H(0) = 10 H(4) = 0

H(1) = 3,12–j7,54 H(5) = –1,12–j0,46

H(2) = –3–j3 H(6) = –3 + j3

H(3) = –1,12 + j0,46 H(7) = 3,12 + j7,54

Το γινόµενο των δύο αυτών DFT στοιχείο προς στοιχείο θα µας δώσει την Y(k):

Y(0) = 150 Y(4) = 0

Y(1) = –37,68–j63,41 Y(5) = –2,32–j2,59

Y(2) = –15–j3 Y(6) = –15 + j3

Y(3) = –2,32 + j2,59 Y(7) = –37,68 + j63,41

H απόκριση y(n) προκύπτει από τον 8–σηµείων IDFT της Y(k) ως

, n = 0, 1, …, 7 και τελικά y(n) = {5,25,39,35,25,15,6,1}.

Σηµειώστε ότι στο ίδιο αποτέλεσµα θα καταλήξουµε αν εκτελέσουµε την κυκλική

συνέλιξη απευθείας στο πεδίο του χρόνου, όπως έγινε στο Παράδειγµα 2.5, τοποθε-

τώντας τις µήκους οχτώ σηµείων ακολουθίες x'(n) και h'(n) στις περιφέρειες κύκλων,

περιστρέφοντας και προσθέτοντας τα γινόµενα.

  
y n Y k e j kn

k

( ( )) /8=
=

∑1
8

2

0

7
π
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Να υπολογίσετε την απόκριση ενός συστήµατος µε κρουστική h(n) = {1, 2, 3} για

είσοδο x(n) = {3, 4, 5, 2} χρησιµοποιώντας DFT και IDFT των οχτώ σηµείων.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.11

2.2.4 √ DFT ÛÂ ÌÔÚÊ‹ ÈÓ¿ÎˆÓ

Ο DFT Ν–σηµείων (εξίσωση 2.21) µπορεί να θεωρηθεί και ως γραµµικός µετασχη-

µατισµός ενός διανύσµατος Ν–διαστάσεων στο χρόνο σε ένα Ν–διαστάσεων διάνυ-

σµα στη συχνότητα. Έστω x το διάνυσµα των Ν στοιχείων της ακολουθίας x(n),

x = [x(0) x(1) … x(N–1)]T (2.41)

όπου ο εκθέτης Τ υποδηλώνει τον ανάστροφο πίνακα, X το διάνυσµα των Ν συντε-

λεστών X(k)

Χ = [X(0) X(1) … X(Ν–1)]T (2.42)

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 79



8 0 K E º A § A I O  2 :  A ¡ ∞ § À ™ ∏  ™ ∆ √  ¶ ∂ ¢ π √  ∆ ∏ ™  ™ À Ã ¡ √ ∆ ∏ ∆∞ ™

και W ο N × N DFT πίνακας

(2.43)

όπου η Νοστή ρίζα της µονάδας. Ο πίνακας W είναι συµµετρικός. Με

βάση αυτούς τους ορισµούς, ο DFT µπορεί να εκφρασθεί σε µορφή πινάκων ως:

X = Wx (2.44)

Θεωρούµε ότι ο αντίστροφος του W υπάρχει και είναι ο W–1, οπότε πολλαπλασιά-

ζοντας και τα δύο µέλη της σχέσης µε W–1 παίρνουµε

x = W–1X (2.45)

Όµως, η σχέση (2.22) του IDFT εκφράζεται σε µορφή πινάκων ως:

x = (1/N)W*X (2.46)

όπου W* ο συζυγής µιγαδικός του W. Συγκρίνοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις µπο-

ρούµε να συµπεράνουµε ότι

W–1 = (1/N)W* (2.47)

και, κατά συνέπεια,

WW* = NI (2.48)

όπου Ι ο µοναδιαίος πίνακας διαστάσεων Ν × Ν. Εποµένως, ο πίνακας W είναι ένας

ορθογώνιος (unitary) πίνακας.

Από τις σχέσεις αυτές γίνεται σαφές ότι για τον υπολογισµό του DFT απαιτούνται

Ν2 µιγαδικοί πολλαπλασιασµοί και Ν(Ν–1) µιγαδικές προσθέσεις (λαµβάνοντας

υπόψη τους πολλαπλασιασµούς ακόµη και µε τη µονάδα). Όµως, αφού ο πίνακας W
είναι συµµετρικός, οι µισές τιµές αυτού είναι ίδιες µε τις άλλες µισές. Επιπλέον, οι

τιµές αυτές είναι οι Ν ρίζες της µονάδας, και από αυτές οι µισές είναι αντίθετες των

άλλων. Αυτό µπορεί να γίνει φανερό αν γράψουµε τον πίνακα W για Ν = 8, όπως

φαίνεται στο Σχήµα 2.12. Ο πίνακας αυτός προέκυψε µε τη βοήθεια του Σχήµατος

  W eN
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− 2π
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2.6. Παρατηρούµε ότι υπάρχουν µόνο τέσσερις διαφορετικές τιµές στον πίνακα αυτό.

Αξιοποιώντας, εποµένως, τη συµµετρία και την περιοδικότητα των τιµών του πίνα-

κα, µπορούµε να απαλείψουµε τον πλεονασµό. Έτσι, µπορούµε να καταλήξουµε σε

τεχνικές υπολογισµού του DFT µε αρκετά λιγότερες πράξεις, δηλαδή, καταλήγου-

µε σ’ έναν ταχύ µετασχηµατισµό Fourier (fast Fourier transform, FFT), όπως θα

δούµε στην ενότητα 2.3.

8 12 . 2  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ ™  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™  F O U R I E R
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™¯‹Ì· 2.12
Ο πίνακας W για Ν = 8
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j
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2
1  

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.7

Να υπολογιστεί ο DFT της ακολουθίας x(n) = {1, 1, 0, 0}.

Λύση

Η ακολουθία x(n) είναι µήκους τέσσερα, οπότε πρέπει να υπολογίσουµε τον πίνακα

W για Ν = 4. Αξιοποιώντας την περιοδικότητα και τη συµµετρία ( )

των τιµών του πίνακα έχουµε

Άρα, X = Wx = .

Όπως ήταν φυσικό, το αποτέλεσµα αυτό συµφωνεί µε εκείνο του Παραδείγµατος 2.4.
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε το διακριτό µετασχηµατισµό Fourier, δηλαδή το

µετασχηµατισµό που εφαρµόζεται σε ακολουθίες πεπερασµένου µήκους. Αυτός

είναι ο µετασχηµατισµός που χρησιµοποιείται στην πράξη στην επεξεργασία σηµά-

των µε υπολογιστή. Είδαµε ότι για ένα σήµα Ν δειγµάτων, προκύπτουν Ν δείγµα-

τα στη συχνότητα. Πρόκειται για ένα περιοδικό διακριτό φάσµα. Γνωρίσαµε επί-

σης την έννοια της κυκλικής ολίσθησης ενός σήµατος. Είδαµε ότι η κυκλική συνέ-

λιξη δύο σηµάτων διακριτού χρόνου, µήκους L και M αντίστοιχα, µπορεί να δώσει

το ίδιο αποτέλεσµα µε τη γραµµική συνέλιξη αυτών, µόνο αφού επεκτείνουµε τα

αρχικά σήµατα µε επιπλέον στοιχεία µηδενικής τιµής, ώστε να αποκτήσουν µήκος

τουλάχιστον ίσο µε L + M–1 το καθένα, και αφού υπολογίσουµε την κυκλική συνέ-

λιξη των νέων, µεγαλύτερου µήκους, ακολουθιών. Τέλος, διαπιστώσαµε για µία

ακόµα φορά, ότι κατά τη µετάβαση από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της συχνό-

τητας η ενέργεια διατηρείται (θεώρηµα Parseval).

2.3 T·¯‡˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ Fourier (FFT)

Ο ταχύς µετασχηµατισµός Fourier (fast Fourier transform, FFT) δεν είναι τίποτε άλλο

παρά ένας αποδοτικός αλγόριθµος για τον υπολογισµό του DFT. Στην πράξη, δεν

υπάρχει µόνο ένας αλγόριθµος, αλλά πλήθος από διαφορετικoύς αλγόριθµους που

επιτυγχάνουν το σκοπό αυτό. Οι διαφορές τους βρίσκονται κυρίως στο πλήθος και

στο είδος των πράξεων καθώς και στο µέγεθος της απαιτούµενης µνήµης. Όλοι όµως,

έχουν ένα κοινό χαρακτηριστικό: χρειάζονται µόνο (Ν/2) log2N µιγαδικούς πολλα-

πλασιασµούς για τον υπολογισµό ενός DFT Ν–σηµείων. Εµείς θα αναφερθούµε στον

αλγόριθµο των Cooley–Tukey, ο οποίος προτάθηκε το 1965 και ο οποίος έδωσε µία

πραγµατικά εντυπωσιακή ώθηση στην ψηφιακή επεξεργασία σηµάτων. Ο αλγόριθ-

µος αυτός µπορεί να εφαρµοστεί σε σήµατα αποτελούµενα από Ν δείγµατα, όπου Ν

= 2m, δηλαδή πρόκειται για έναν αλγόριθµο βάσης–2 (radix–2), όπως αυτός ονοµά-

ζεται. Αρχικά, η ακολουθία των Ν στοιχείων εισόδου x(n) χωρίζεται σε δύο ακο-

λουθίες µήκους Ν/2 η καθεµία, τις x(2n) και x(2n + 1), αποτελούµενες από στοιχεία

µε άρτιους και περιττούς δείκτες, αντίστοιχα. Έτσι, ξεκινώντας από τον ορισµό του

DFT (εξίσωση 2.21) έχουµε:

(2.49)
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Όµως οπότε η τελευταία σχέση γίνεται:

ή   (2.50)

Παρατηρούµε ότι ο υπολογισµός των Ν σηµείων του X(k) έχει εκφραστεί ως άθροι-

σµα δύο DFTs µε πλήθος σηµείων Ν/2 ο καθένας, εκ των οποίων ο ένας πρέπει να

πολλαπλασιαστεί επί . Αυτός ο πολλαπλασιασµός ήταν αναµενόµενος, αν σκε-

φθούµε ότι η ακολουθία των περιττών δεικτών είναι ολισθηµένη κατά ένα δείγµα ως

προς την αρχή του χρόνου, οπότε µε βάση την ιδιότητα της κυκλικής ολίσθησης στο

χρόνο, αυτό συνεπάγεται πολλαπλασιασµό επί στο πεδίο της συχνότητας.

Λαµβάνοντας υπόψη µας ότι και ,η σχέση (2.50)

για k ίσο µε k + (Ν/2) γίνεται:

(2.51)

Κατά συνέπεια, έχουµε επιτύχει µέχρι το σηµείο αυτό, να εκφράσουµε τον αρχικό DFT

των Ν σηµείων ως συνδυασµό δύο άλλων DFTs µισού µήκους ο καθένας. Ας ξανα-

γράψουµε τις δύο τελευταίες σχέσεις, προσέχοντας όµως αυτή τη φορά, ότι τα n, k

κυµαίνονται µεταξύ 0 και (Ν/2)–1 και όχι µεταξύ 0 και Ν–1, όπως είχαµε ξεκινήσει:

(2.52)

(2.53)

όπου k = 0, 1, …., Ν/2–1.

Ο υπολογισµός των τιµών αυτών µπορεί να γίνει συνδυαστικά εκτελώντας µόνο ένα

πολλαπλασιασµό. Παραστατικά, η διαδικασία αυτή δίνεται µε τη βοήθεια της λεγό-

µενης πεταλούδας (butterfly) του Σχήµατος 2.13. Πρόκειται ουσιαστικά, για τον υπο-

λογισµό ενός DFT 2 σηµείων. Στο πάνω δεξί άκρο της πεταλούδας έχουµε την πρό-

σθεση των αριθµών που καταλήγουν σ’ αυτό, ενώ στο κάτω δεξί άκρο εκτελούµε

την αφαίρεση των ίδιων αριθµών.
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X1(k)

X2(k)
WN

k -1

X(k)=X1(k)+WN
kX2(k)

X(k+N/2)=X1(k)–WN
kX2(k)

™¯‹Ì· 2.13

Βασική πεταλούδα
2 σηµείων

Γραφικά, η µέχρι τώρα ανάλυση του DFT δίνεται στο Σχήµα 2.14α για την περίπτω-

ση που έχουµε οχτώ δείγµατα (Ν = 8). Γίνεται σαφές ότι ο υπολογισµός του Ν–σηµεί-

ων DFT έχει αναχθεί στον υπολογισµό δύο DFTs Ν/2–σηµείων ο καθένας και στον

τελικό συνδυασµό των αποτελεσµάτων τους. Η διαδικασία ανάλυσης που ακολου-

θήθηκε προηγουµένως µπορεί να συνεχιστεί και για τους δύο νέους DFTs των Ν/2

σηµείων. Έτσι, χωρίζουµε και πάλι σε άρτια και περιττά και ακολουθώντας την ίδια

τακτική καταλήγουµε στο διάγραµµα του Σχήµατος 2.14β. Αυτή η διαδικασία ανά-

λυσης (αποδεκατισµού) συνεχίζεται µέχρις ότου καταλήξουµε στον υπολογισµό DFT

2–σηµείων (Σχήµα 2.14γ). Αυτό θα γίνει µετά από m στάδια, όπου m = log2Ν. Το

συνολικό διάγραµµα ροής ενός FFT οχτώ σηµείων φαίνεται στο Σχήµα 2.14δ.
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™¯‹Ì· 2.14

∆ιαγράµµατα ροής
FFT οχτώ σηµεί-
ων: (α)–(γ) τα
τρία διαδοχικά

στάδια ανάπτυξης
του αλγορίθµου,
(δ) το συνολικό
διάγραµµα ροής
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Από το Σχήµα 2.14δ µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι:

Η διάταξη των δειγµάτων εξόδου (συντελεστών) είναι κανονική, δηλαδή X(0),

X(1),…,X(7), ενώ η διάταξη των δειγµάτων εισόδου (δεδοµένων) είναι µη κανονι-

κή, x(0), x(4), x(2), x(6), x(1), x(5), x(3), x(7). Η µη κανονική αυτή διάταξη των δειγ-

µάτων εισόδου είναι αποτέλεσµα της σταδιακής αποσύνθεσης των δειγµάτων εισό-

δου (πεδίο χρόνου), που εφαρµόσαµε κατά την ανάπτυξη του αλγορίθµου. Αυτή η

διαδικασία αποσύνθεσης ονοµάζεται αποδεκατισµός στο χρόνο (decimation–in–time,

DIT). H διάταξη των στοιχείων εισόδου δεν είναι τυχαία, αλλά προκύπτει από την

κανονική διάταξη των δειγµάτων µε αντιστροφή της σειράς των δυαδικών ψηφίων

των δεικτών τους (bit–reversal). Η πλήρης αντιστοίχιση των κανονικών και των ανα-

διαταγµένων δεικτών για Ν = 8 δίνεται στον Πίνακα 2.4.

™¯‹Ì· 2.14

∆ιαγράµµατα ροής
FFT οχτώ σηµεί-
ων: (α)–(γ) τα
τρία διαδοχικά

στάδια ανάπτυξης
του αλγορίθµου,
(δ) το συνολικό
διάγραµµα ροής

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 86



8 72 . 3  T∞ Ã À ™  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™  F O U R I E R  ( F F T )

¶›Ó·Î·˜ 2.4

Κανονική διάταξη και διάταξη που προκύπτει από αντιστροφή της σειράς των δυαδι-

κών ψηφίων για Ν = 8

Κανονική διάταξη ∆ιάταξη από αντιστροφή 

της σειράς των bits

∆εκαδικός ∆υαδικός ∆υαδικός ∆εκαδικός

0 000 000 0

1 001 100 4

2 010 010 2

3 011 110 6

4 100 001 1

5 101 101 5

6 110 011 3

7 111 111 7

Ένα ενδιαφέρον στοιχείο του FFT που µόλις αναπτύξαµε, είναι η δυνατότητα εκτέ-

λεσης των υπολογισµών στις ίδιες θέσεις µνήµης (in place). ∆εν απαιτείται, δηλα-

δή, επιπλέον χώρος για την αποθήκευση των ενδιάµεσων αποτελεσµάτων. Από το

Σχήµα 2.14, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι σε κάθε στάδιο, οι έξοδοι µπορούν να

αποθηκεύονται στις ίδιες θέσεις µνήµης, όπου ήταν αποθηκευµένες οι είσοδοι του

σταδίου εκείνου.

Τέλος, το πλέον ουσιαστικό στοιχείο του FFT είναι η µειωµένη υπολογιστική πολυ-

πλοκότητά του, δηλαδή, το συνολικό πλήθος πράξεων (πολλαπλασιασµών και προ-

σθέσεων). Γενικεύοντας την περίπτωση του Σχήµατος 2.14δ µπορούµε να δούµε ότι

ο υπολογισµός του FFT Ν δειγµάτων (Ν = 2m) γίνεται σε m στάδια (m = log2N). Σε

κάθε στάδιο έχουµε Ν/2 πεταλούδες, δηλαδή, (Ν/2) log2N πεταλούδες συνολικά. Από

το Σχήµα 2.14δ διαπιστώνουµε ότι για τον υπολογισµό κάθε πεταλούδας απαιτείται

ένας µιγαδικός πολλαπλασιασµός και δύο µιγαδικές προσθέσεις. Έτσι, ο N–σηµείων

FFT απαιτεί (Ν/2) log2N µιγαδικούς πολλαπλασιασµούς και Ν log2N µιγαδικές προ-

σθέσεις. Είδαµε στην παράγραφο 2.2.4, ότι για τον απευθείας υπολογισµό του

N–σηµείων DFT, απαιτούνται Ν2 µιγαδικοί πολλαπλασιασµοί και Ν(N–1) µιγαδικές

προσθέσεις. Κατά συνέπεια, το κέρδος σε πράξεις και άρα σε χρόνο υπολογισµού, είναι

πολύ µεγάλο, όπως φαίνεται στον Πίνακα 2.5 για διαφορετικό πλήθος δειγµάτων.
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Ενδεικτικά αναφέρεται ότι για Ν = 1024 το κέρδος αυτό γίνεται µεγαλύτερο του δια-

κόσια, δηλαδή ο χρόνος υπολογισµού µειώνεται τουλάχιστον κατά δύο τάξεις µεγέ-

θους.

¶›Ó·Î·˜ 2.5

Μιγαδικοί πολλαπλασιασµοί για τον υπολογισµό του DFT και του FFT

DFT FFT Λόγος Μιγαδικών 

N Πλήθος Μιγαδικών Πλήθος Μιγαδικών Πολλαπλασιασµών

Πολλαπλασιασµών Πολλαπλασιασµών (#DFT / #FFT)

2 4 1 4

4 16 4 4

8 64 12 5,3

16 256 32 8,0

32 1 024 80 12,8

64 4 096 192 21,3

128 16 384 448 36,6

256 65 536 1 024 64,0

512 262 144 2 304 113,8

1024 1 048 576 5 120 204,8

2048 4 194 304 11 264 372,4

4096 16 777 216 24 576 682,7

8192 67 108 864 53 248 1 260,3

Θα πρέπει να τονιστεί ότι ο FFT αλγόριθµος, που µόλις αναπτύχθηκε, εφαρµόζεται

µόνο για πλήθος δειγµάτων που είναι δύναµη του δύο (radix–2). Το γεγονός αυτό

αποτελεί άλλωστε και τον περιορισµό του FFT, δηλαδή ότι δεν µπορεί να εφαρµο-

στεί, έτσι όπως παρουσιάστηκε εδώ, για τυχαίο πλήθος σηµείων ― όπως ο DFT.

Υπάρχουν πολλοί FFT αλγόριθµοι στη διεθνή βιβλιογραφία οι οποίοι αξιοποιούν τα

διαφορετικά χαρακτηριστικά της εισόδου και επιτυγχάνουν υψηλότερες επιδόσεις.

Έτσι, συναντούµε αλγορίθµους που εφαρµόζονται µόνο για πλήθος σηµείων που

είναι δυνάµεις του τέσσερα (radi x–4), ή αλγορίθµους µόνο για πραγµατικές εισό-

δους (real–valued), ή αλγορίθµους για πλήθος σηµείων που είναι πρώτοι αριθµοί
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(prime length). 

Η προηγούµενη ανάλυση βασίστηκε στoν αποδεκατισµό στο χρόνο (DIT). Με παρό-

µοιο τρόπο θα µπορούσαµε να επιχειρήσουµε αποδεκατισµό στη συχνότητα

(decimation–in–frequency, DIF) καταλήγοντας σ’ έναν FFT αλγόριθµο

(Sande–Tukey, 1966), ο οποίος έχει την ίδια υπολογιστική πολυπλοκότητα µε τον

αντίστοιχο DIT αλγόριθµο. Χαρακτηριστικό του DIF αλγορίθµου είναι ότι οι πολ-

λαπλασιασµοί στις πεταλούδες γίνονται µετά την άθροιση των εισόδων και ότι τα

δείγµατα εισόδου είναι σε κανονική διάταξη, ενώ τα δείγµατα εξόδου σε µη κανο-

νική διάταξη (bit–reversed). 

Υπενθυµίζεται τέλος, ότι ο FFT δεν αποτελεί κάποιο νέο µετασχηµατισµό Fourier,

αλλά µία αποδοτική αλγοριθµική µέθοδο για τον υπολογισµό του DFT.

Πόσοι µιγαδικοί πολλαπλασιασµοί απαιτούνται για την υλοποίηση της γραµµικής

συνέλιξης δύο ακολουθιών µήκους Ν η καθεµιά, όπου Ν δύναµη του δύο; Υπολο-

γίστε τη γραµµική συνέλιξη (α) απευθείας στο πεδίο του χρόνου, (β) µέσω του πεδί-

ου της συχνότητας µε χρήση του DFT και (γ) µέσω του πεδίου της συχνότητας µε

χρήση του FFT. Καταστρώστε πίνακα ο οποίος να δείχνει το πλήθος των πράξεων

συναρτήσει του αριθµού των σηµείων Ν. Για ποιες τιµές του Ν µας συµφέρει να

υπολογίσουµε τη γραµµική συνέλιξη µέσω του FFT και όχι απευθείας;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.12

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τον ταχύ µετασχηµατισµό Fourier. Αναπτύξαµε τον

αλγόριθµο αποδεκατισµού στο χρόνο για την περίπτωση που το πλήθος των σηµεί-

ων είναι δύναµη του δύο. Είδαµε ότι υπάρχουν πολλοί αλγόριθµοι για τον ταχύ υπο-

λογισµό του DFT, η υπολογιστική πολυπλοκότητα των οποίων, είναι της τάξεως

του Ν log2Ν και όχι του Ν
2, όπως συµβαίνει µε τον απευθείας υπολογισµό του DFT.
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™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε τα σήµατα διακριτού χρόνου από την πλευρά του

πεδίου της συχνότητας και είδαµε ότι:

Η µετάβαση από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της συχνότητας επιτυγχάνεται µε

το µετασχηµατισµό Fourier διακριτού χρόνου (εξίσωση ανάλυσης), ενώ η µετά-

βαση από το πεδίο της συχνότητας στο πεδίο του χρόνου γίνεται µε τον αντίστρο-

φο µετασχηµατισµό Fourier διακριτού χρόνου (εξίσωση σύνθεσης).

Κατά τη µετάβαση από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της συχνότητας η ενέργεια

του σήµατος διατηρείται (θεώρηµα Parseval). Πρόκειται στην ουσία για την ανα-

παράσταση της ίδιας πληροφορίας µε διαφορετικό τρόπο.

Ο DTFT ενός σήµατος διακριτού χρόνου είναι µία συνεχής και περιοδική συνάρτηση.

Ο DFT ενός σήµατος διακριτού χρόνου πεπερασµένης διάρκειας είναι µία περιο-

δική ακολουθία.

Ταχύς µετασχηµατισµός Fourier (FFT) είναι κάθε αλγόριθµος ο οποίος έχει υπο-

λογιστική πολυπλοκότητα µικρότερη από εκείνη του απευθείας υπολογισµού του

DFT. Η συνήθης υπολογιστική πολυπλοκότητα του FFT είναι της τάξεως του

Nlog2N, ενώ εκείνη του DFT είναι της τάξεως του N2. 
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band–limited περιορισµένου εύρους

bit reversal αντιστροφή δυαδικών ψηφίων

circular shift κυκλική ολίσθηση ή µετατόπιση

decimation in frequency αποδεκατισµός στη συχνότητα

decimation in time αποδεκατισµός στο χρόνο

discrete Fourier transform διακριτός µετασχηµατισµός Fourier

domain πεδίο, χώρος

dual διττός

energy–density spectrum φάσµα ενεργειακής πυκνότητας

fast Fourier transform ταχύς µετασχηµατισµός Fourier

magnitude spectrum φάσµα µέτρου

phase spectrum φάσµα φάσης

radix βάση

sampling frequency συχνότητα δειγµατοληψίας

sampling rate ρυθµός δειγµατοληψίας

shift ολίσθηση, µετατόπιση

spectral overlap φασµατική επικάλυψη

twiddle factor παράγοντας στροφής

zero padding προσθήκη µηδενικών στοιχείων
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ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

™ÎÔfi˜

Οι µετασχηµατισµοί αποτελούν ένα από τα σηµαντικότερα εργαλεία στην ανάλυση

σηµάτων και LTI συστηµάτων. Στο παρόν Κεφάλαιο εισάγουµε το µετασχηµατισµό–z,

µελετούµε τις ιδιότητές του και αναδεικνύουµε τη σπουδαιότητά του στην ανάλυση

και στο χαρακτηρισµό διακριτών LTI συστηµάτων.

Ο µετασχηµατισµός–z παίζει σπουδαίο ρόλο στην ανάλυση σηµάτων διακριτού χρό-

νου και LTI συστηµάτων, αντίστοιχο µε εκείνον του µετασχηµατισµού Laplace για

την ανάλυση σηµάτων και LTI συστηµάτων συνεχούς χρόνου. Για παράδειγµα, θα

δούµε ότι η συνέλιξη δύο σηµάτων στο χρόνο, ισοδυναµεί µε τον πολλαπλασιασµό

των αντίστοιχων µετασχηµατισµών–z αυτών. Μία τέτοια ιδιότητα απλοποιεί σηµα-

ντικά την ανάλυση της απόκρισης ενός LTI συστήµατος για διάφορα σήµατα. Ακόµη,

ο µετασχηµατισµός–z µας παρέχει τη δυνατότητα χαρακτηρισµού ενός LTI συστήµα-

τος και υπολογισµού της απόκρισής του για διάφορα σήµατα, µε απλή τοποθέτηση

των πόλων και µηδενικών του στο επίπεδο–z.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Υπολογίζετε το µετασχηµατισµό–z οποιασδήποτε πεπερασµένης ακολουθίας

• Υπολογίζετε το µετασχηµατισµό–z και να προσδιορίζετε την περιοχή σύγκλισης
ακολουθιών απείρου µήκους

• Προσδιορίζετε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό–z συναρτήσεων

• Αποφαίνεστε εύκολα σχετικά µε την αιτιατότητα και ευστάθεια συστηµάτων δια-
κριτού χρόνου

• Σχεδιάζετε τη δοµή πραγµατοποίησης συστηµάτων διακριτού χρόνου

• Υπολογίζετε την απόκριση συχνότητας συστηµάτων διακριτού χρόνου

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Μετασχηµατισµός–z

• Περιοχή σύγκλισης

3∫ ∂ º∞§∞π√
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• Συνάρτηση µεταφοράς

• Ευστάθεια

• Πραγµατοποίηση συστηµάτων διακριτού χρόνου

• Απόκριση συχνότητας

• Εξισώσεις διαφορών

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Ο µετασχηµατισµός–z (z–transform) για τα σήµατα διακριτού χρόνου είναι ό,τι και

ο µετασχηµατισµός Laplace για τα σήµατα συνεχούς χρόνου (continuous–time). Θα

δούµε ότι ο µετασχηµατισµός–z είναι πιο γενικός από το µετασχηµατισµό Fourier

διακριτού χρόνου (discrete–time Fourier transform, DTFT), αφού ο τελευταίος απο-

τελεί ειδική περίπτωση του µετασχηµατισµού–z. Συµπερασµατικά, ο µετασχηµατι-

σµός–z είναι ένα πολύ ισχυρό µαθηµατικό εργαλείο για τη µελέτη διακριτών σηµά-

των και συστηµάτων. Για την κατανόηση του Κεφαλαίου ο αναγνώστης θα πρέπει να

έχει εξοικειωθεί µε τους µιγαδικούς αριθµούς, καθώς και µε τις σειρές µε σταθερούς

όρους.

Στην ενότητα 3.1 ορίζουµε το µετασχηµατισµό–z και µελετούµε τις ιδιότητές του. Στη

συνέχεια ορίζουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό–z, δηλαδή το µετασχηµατισµό ο

οποίος µας οδηγεί από το πεδίο–z στο πεδίο του χρόνου (ενότητα 3.2). Ο µονόπλευ-

ρος µετασχηµατισµός–z, ο οποίος χρησιµοποιείται για την ανάλυση συστηµάτων που

αρχικά δεν βρίσκονται σε ηρεµία, παρουσιάζεται στην ενότητα 3.3. Τέλος, γνωρίζο-

ντας το µετασχηµατισµό–z και τις ιδιότητές του, προχωρούµε στην αξιοποίηση αυτού

για τη µελέτη συστηµάτων διακριτού χρόνου. Έτσι, στην ενότητα 3.4 µελετούµε την

αιτιατότητα και την ευστάθεια τέτοιων συστηµάτων, τις δοµές πραγµατοποίησής τους

και την απόκρισή τους στη συχνότητα.
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3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.

 z re j= ω

  x n X zZ( ) ( )← →

  
X z x n z n

n

( ) ( )= −

=−∞

+∞

∑

9 53 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

Im{z} Im{z}

0

r
ω

ω

z

Re{z}

Re{z}

Mοναδιαίος[
κύκλος

z=ejω

Eπίπεδο - z

1

(α) (β)

™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g(n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g(n).
  
X re x n re x n r e F x n rj j n

n

n j n

n

n( ) ( )( ) ( ) ( )ω ω ω= = [ ] = { }−

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
−∑ ∑
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Η σχέση (3.4) µας δείχνει ότι ο M.Z. της ακολουθίας x(n) στο σηµείο z = rejω ισού-

ται µε το µετασχηµατισµό Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της τροποποιηµένης

ακολουθίας x(n)r–n για τη γωνιακή συχνότητα ω. Αν η παράµετρος r επιλεγεί ίση µε

τη µονάδα, τότε η (3.4) µας δίνει τον DTFT της x(n). Επιπλέον, όταν η παράµετρος

ω µεταβάλλεται, τότε όλες οι τιµές της µιγαδικής µεταβλητής z θα βρίσκονται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο (unit circle) του µιγαδικού επιπέδου, δηλαδή στον κύκλο που

έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ίση µε τη µονάδα. Η σχέση µεταξύ του

DTFT και του M.Z. είναι πλέον προφανής. Ο DTFT µιας ακολουθίας ισούται µε το

M.Z. αυτής για τις τιµές του z που βρίσκονται πάνω στο µοναδιαίο κύκλο του µιγαδι-

κού επιπέδου–z (z–plane) (Βλ. Σχήµα 3.1β). ∆ηλαδή για r = |z| = 1 η σχέση (3.4)

καταλήγει σ’ αυτή του διακριτού χρόνου µετασχηµατισµού Fourier:

(3.5)

3.1.2 ⁄·ÚÍË ÙÔ˘ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡–z

Ο M.Z., ως δυναµοσειρά απείρων όρων, µπορεί να µην υπάρχει, δηλαδή να µην συγκλί-

νει για όλες τις τιµές της µιγαδικής µεταβλητής z. Η περιοχή τιµών του z για τις οποίες

ο M.Z. X(z) έχει πεπερασµένες τιµές καλείται περιοχή σύγκλισης (Π.Σ.) (region of

convergence, ROC). Έστω, τώρα ότι η x(n)r–n είναι αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή. Τότε

(3.6)

Η σχέση (3.6) µας δείχνει ότι η |X(z)| είναι πεπερασµένη (συγκλίνει) αν η ακολου-

θία x(n)r–n είναι αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή (absolutely summable). Γίνεται φανε-

ρό ότι η σύγκλιση εξαρτάται µόνο από το r = |z| και όχι από το ω. Γενικά, ισχύει ότι

η Π.Σ. θα καθορίζεται από οµόκεντρους δακτυλίους µε κέντρο την αρχή των αξό-

νων του µιγαδικού επιπέδου. Στη γενική περίπτωση η Π.Σ. του M.Z. θα είναι της

µορφής , όπου τα όρια R1, R2 εξαρτώνται από την ακολουθία x(n). Ας

προσπαθήσουµε να εξετάσουµε τις διαφορετικές περιπτώσεις σύγκλισης µε τη βοή-

θεια ορισµένων παραδειγµάτων.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.1

Να υπολογισθεί η Π.Σ. του M.Z. της δεξιόπλευρης (right–sided) εκθετικής ακολου-

θίας x1(n) = anu(n).

  R z R1 2< <| |

  

X z x n z x n r e x n r e x n rn

n

n j n

n

n j n

n

n

n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = ≤ = < ∞−

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
−

=−∞

+∞

∑ ∑ ∑ ∑ω ω

  
X z X e F x n

z e

j
j( ) ( ) ( )

=
= = { }ω

ω
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Λύση

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό (3.1) του M.Z. έχουµε:

(3.7)

Η (3.7) είναι άθροισµα απείρων όρων γεωµετρικής προόδου µε λόγο az–1 και ισού-

ται µε

(3.8)

µε την προϋπόθεση βέβαια ότι |az–1|<1 ή ισοδύναµα |z| > |a|. Η ανισότητα αυτή προσ-

διορίζει την Π.Σ. πάνω στo µιγαδικό επίπεδο–z. Πρόκειται για όλα τα σηµεία που

βρίσκονται στο εξωτερικό του κύκλου µε ακτίνα |a|, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.2α.

O M.Z. της x1(n) είναι ρητή συνάρτηση (σχέση 3.8). Κάθε συνάρτηση αυτής της µορ-

φής χαρακτηρίζεται από τα µηδενικά (δηλαδή τις ρίζες του αριθµητή) και τους πόλους

(δηλαδή τις ρίζες του παρανοµαστή). Η συνάρτηση X1(z) έχει ένα µηδενικό στο

σηµείο z = 0 και ένα πόλο στο z = a. Παρατηρούµε εποµένως, ότι η Π.Σ. της X1(z)

εκτείνεται σε όλο το µιγαδικό επίπεδο που είναι έξω από τον κύκλο ο οποίος έχει

ακτίνα τον πόλο αυτής. Η Π.Σ. δεν περιέχει ποτέ κάποιον πόλο.

Γενικά, µια δεξιόπλευρη ακολουθία x(n) ικανοποιεί τη συνθήκη x(n) = 0 για n < N1.

Ο M.Z. αυτής ισούται µε:

(3.9)

και η Π.Σ. αυτού είναι της µορφής |z| > R1. ∆ηλαδή η Π.Σ. περιλαµβάνει όλες τις

τιµές του µιγαδικού επιπέδου–z που βρίσκονται έξω από τον κύκλο ακτίνας |z| = R1,

όπου R1 είναι εκείνος ο πόλος της X(z) ο οποίος απέχει περισσότερο από την αρχή των

αξόνων. Προσοχή θα πρέπει να δοθεί όταν Ν1 < 0. Σε µια τέτοια περίπτωση η σχέση

(3.9) περιλαµβάνει όρους µε θετικές δυνάµεις του z. Εποµένως, η τιµή z = ∞ θα πρέ-

πει να αποκλειστεί από την Π.Σ., αφού αυτή θα οδηγεί σε µη φραγµένο M.Z.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.2

Να υπολογισθεί η Π.Σ. της αριστερόπλευρης (left–sided) εκθετικής ακολουθίας x2(n)

= – anu( – n – 1).

  

X z x n z n

n N

( ) ( )= −

=

+∞

∑
1

  
X z

az

z
z a1 1

1

1
( ) =

−
=

−−

  
X z x n z a u n z a z azn

n

n n

n

n n n

nn

1 1
1

00

( ) ( ) ( ) ( )= = = =−

=−∞

+∞
−

=−∞

+∞
− −

=

+∞

=

+∞

∑ ∑ ∑∑
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Λύση

Από τον ορισµό (3.1) του M.Z. έχουµε:

(3.10)

Για |a–1z| < 1 ή ισοδύναµα |z| < |a| το άθροισµα της (3.10) συγκλίνει δίνοντας:

(3.11)
  
X z

a z az

z
z a2 1 1

1
1

1

1

1
( ) = −

−
=

−
=

−− −

  

X z x n z a u n z a z

a z a z

n

n

n n

n

n n

n

n n

n

n

n

2 2

1

1

1

0

1

1

( ) ( ) ( )

( )

= = − − − = − =

= − = −

−

=−∞

+∞
−

=−∞

+∞
−

=−∞

−

−

=

+∞
−

=

+∞

∑ ∑ ∑

∑ ∑         

Im ImIm

Re Re Reα α
α α-1

(α) (β) (γ)

™¯‹Ì· 3.2

Περιοχή σύγκλι-
σης (α) δεξιόπλευ-
ρης, (β) αριστερό-
πλευρης, (γ) αµφί-
πλευρης ακολου-

θίας

Η Π.Σ. της X2(z) είναι οι τιµές του µιγαδικού επιπέδου–z |z| < |a|, δηλαδή το εσωτερι-

κό του κύκλου ακτίνας |z| = |a| (Σχήµα 3.2β). Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι

οι συναρτήσεις X1(z) και X2(z) είναι ακριβώς ίδιες (Βλ. σχέσεις 3.8 και 3.11). Η µόνη

διαφορά βρίσκεται στην Π.Σ. Αυτό σηµαίνει ότι η Π.Σ. αποτελεί αναπόσπαστο τµήµα

του M.Z. και πρέπει πάντοτε να καθορίζεται. Αν µας δοθεί µόνο ο M.Z. χωρίς την αντί-

στοιχη Π.Σ. αυτού, θα υπάρχει αβεβαιότητα στον προσδιορισµό της ακολουθίας που

οδήγησε σ’ αυτόν, αφού µπορεί να υπάρχουν περισσότερες από µία απαντήσεις.

Γενικά, µία αριστερόπλευρη ακολουθία x(n) ικανοποιεί τη συνθήκη x(n) = 0 για n >

Ν2. O M.Z. αυτής ισούται µε:

(3.12)
  
X z x n z n

n

N

( ) ( )= −

=−∞
∑

2
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και η Π.Σ. αυτού είναι της µορφής |z| < R2, δηλαδή οι τιµές του µιγαδικού επιπέδου–z

που βρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = R2, όπου R2 είναι εκείνος ο πόλος της

Χ(z) ο οποίος απέχει λιγότερο από την αρχή των αξόνων. Προσοχή θα πρέπει να δοθεί

όταν Ν2 > 0. Σ' αυτή την περίπτωση η σχέση (3.12) περιλαµβάνει όρους µε αρνητι-

κές δυνάµεις του z. Εποµένως, η τιµή z = 0 θα πρέπει να αποκλειστεί από την Π.Σ.,

αφού αυτή θα οδηγήσει σε µη φραγµένο M.Z.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.3

Να υπολογιστεί η Π.Σ. της αµφίπλευρης (two–sided) εκθετικής ακολουθίας 

x(n) = a|n|, a > 0.

Λύση

Η ακολουθία x(n) µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα δύο άλλων ακολουθιών, µιας

δεξιόπλευρης και µιας αριστερόπλευρης, ως εξής:

(3.13)
ή

(3.14)

Από τα δύο προηγούµενα παραδείγµατα γνωρίζουµε ότι οι M.Z. των παραπάνω ακο-

λουθιών είναι:

για (3.15)

για (3.16)

Ο M.Z. X(z) της αµφίπλευρης ακολουθίας ισούται µε το άθροισµα των M.Z. των επι-

µέρους ακολουθιών (βλ. ιδιότητα γραµµικότητας στην επόµενη υποενότητα), άρα:

(3.17)

ή (3.18)

ή

Η αντίστοιχη Π.Σ. φαίνεται στο Σχήµα 3.2γ και ισούται µε το κοινό τµήµα των δύο

περιοχών όπως τις γνωρίσαµε στα παραδείγµατα 3.1 και 3.2 προηγουµένως. Είναι

φανερό ότι για να υπάρχει κοινό τµήµα (επικάλυψη) µεταξύ των δύο περιοχών σύγκλι-

  
X z

a
a

z

z a z a
a z a( )

( )( )
, | |= −

− −
< <−

−
2

1
11

     

  
X z

az a z
a z a( ) , | |=

−
−

−
< <− − −

−1

1

1

11 1 1
1          

  X z X z X z( ) ( ) ( )= +1 2

  | |z a< −1

  
X z

a z
2 1 1

1

1
( ) = −

− − −

  | |z a>
  
X z

az
1 1

1

1
( ) =

− −

  x n x n x n( ) ( ) ( )= +1 2

  x n a u n a u nn n( ) ( ) ( )= + − −− 1
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σης, θα πρέπει a < 1. Για a > 1 δεν υπάρχει επικάλυψη των περιοχών σύγκλισης και

έτσι η (3.13) δεν θα έχει M.Z., παρόλο που οι επιµέρους ακολουθίες που την απαρ-

τίζουν (αριστερόπλευρη και δεξιόπλευρη) από µόνες τους έχουν!

Γενικά, εάν υπάρχει η Π.Σ. µιας αµφίπλευρης ακολουθίας της µορφής

, όπου x1(n), x2(n) δεξιόπλευρη και αριστερόπλευρη ακολουθία

άπειρου µήκους αντίστοιχα, τότε αυτή αποτελείται από τις τιµές του µιγαδικού επι-

πέδου–z για τις οποίες ισχύει:

(3.20)

Πρόκειται δηλαδή για ένα δακτύλιο του οποίου η µικρότερη ακτίνα R1 προσδιορίζε-

ται από εκείνον τον πόλο της X 1(z) ο οποίος απέχει περισσότερο από την αρχή των

αξόνων του επιπέδου–z, ενώ η µεγαλύτερη ακτίνα R2 προσδιορίζεται από εκείνο τον

πόλο της X2(z) ο οποίος απέχει λιγότερο από την αρχή των αξόνων. Αν R1 ≥ R2, τότε

οι δύο περιοχές σύγκλισης δεν καλύπτουν η µία την άλλη και η τελική Π.Σ. της X(z)

είναι το κενό, δηλαδή ο M.Z. δεν υπάρχει.

Σηµαντική παρατήρηση

Μία πεπερασµένου µήκους ακολουθία αποτελείται από πεπερασµένο πλήθος µη

µηδενικών στοιχείων. Έστω ότι µια τέτοια ακολουθία x(n) εκτείνεται µεταξύ Ν1 και

Ν2, δηλαδή

x(n) = 0 για n < N1 ή n > N2 (3.21)

όπου Ν1, Ν2 πεπεραµένοι αριθµοί. Ο M.Z. αυτής ισούται µε:

(3.22)

Είναι φανερό ότι η σειρά αυτή συγκλίνει για κάθε τιµή του z, δηλαδή η Π.Σ. είναι

όλο το µιγαδικό επίπεδο–z. Προσοχή όµως χρειάζεται στα εξής σηµεία: Εάν Ν1 αρνη-

τικός και Ν2 θετικός, τότε το άθροισµα περιλαµβάνει όρους µε αρνητικές και θετι-

κές δυνάµεις του z. Έτσι, όταν z = 0, οι όροι µε αρνητικές δυνάµεις του z τείνουν στο

άπειρο, ενώ όταν z = ∞, οι όροι µε θετικές δυνάµεις του z τείνουν στο άπειρο. Επο-

µένως, σε µια τέτοια περίπτωση η Π.Σ. δεν περιλαµβάνει τις τιµές z = 0 και z = ∞.

Εάν Ν1 ≥ 0, τότε έχουµε µόνο αρνητικές δυνάµεις του z στην εξίσωση (3.22) και,

κατά συνέπεια, η Π.Σ. περιλαµβάνει την τιµή z = ∞. Εάν Ν2 ≤ 0, τότε έχουµε µόνο

θετικές δυνάµεις του z στην εξίσωση (3.22) και κατά συνέπεια η Π.Σ. περιλαµβάνει

την τιµή z = 0. 

  

X z x n z n

n N

N

( ) ( )= −

=
∑

1

2

  R z R1 2< <| |

  x n x n x n( ) ( ) ( )= +1 2
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.4

Να υπολογιστεί ο M.Z. καθενός από τα παρακάτω διακριτά σήµατα πεπερασµένης

διάρκειας: (Η έντονη υπογράµµιση υποδηλώνει την χρονική στιγµή n = 0).

1 0 13 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

α. {x1(n)} = {3,4,5,0,1,2}

β. {x2(n)} = {3,4,5,0,1,2}

γ. {x3(n)} = {0,0,3,4,5,0,1,2}

δ. {x4(n)} = {4,6,5,0,1,2}

ε. x5(n) = δ(n)

στ. x6(n) = δ(n–m), m > 0

ζ. x7(n) = δ(n + m), m > 0

Λύση

Από τον ορισµό (3.1) του M.Z. έχουµε:

α. X1(z) = 3 + 4z–1 + 5z–2 + z–4 + 2z–5, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

β. X2(z) = 3z2 + 4z + 5 + z–2 + 2z–3, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

και του z = ∞

γ. X3(z) = 3z–2 + 4z–3 + 5z–4 + z–6 + 2z–7, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

δ. X4(z) = 4z2 + 6z + 5 + z–2 + 2z–3, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

και του z = ∞

ε. X5(z) = 1, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z

στ. X6(z) = z–m, όπου m > 0, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

ζ. X7(z) = zm, όπου m > 0, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = ∞

Από το παράδειγµα αυτό γίνεται φανερό ότι η Π.Σ. του M.Z. µίας ακολουθίας πεπε-

ρασµένου µήκους (διάρκειας), είναι όλο το επίπεδο–z, εκτός ίσως από τα σηµεία z =

0 και/ή z = ∞. Αυτά τα σηµεία αποκλείονται γιατί το zm (m > 0) τείνει στο άπειρο για

z = ∞ και το z–m τείνει στο άπειρο για z = 0.

Από το ίδιο παράδειγµα συνειδητοποιούµε επίσης ότι από µαθηµατική άποψη ο M.Z.

είναι απλώς ένας εναλλακτικός τρόπος αναπαράστασης ενός σήµατος. Βλέπουµε,

δηλαδή, ότι ο συντελεστής του z–n είναι ουσιαστικά η τιµή του σήµατος τη χρονική

στιγµή n. Με άλλα λόγια, ο εκθέτης του z παρέχει εκείνη την πληροφορία για το χρόνο,

η οποία µας είναι απαραίτητη για τον προσδιορισµό των δειγµάτων ενός σήµατος.

Σε πολλές περιπτώσεις µπορούµε να εκφράσουµε το άθροισµα µιας σειράς πεπερα-

σµένου ή απείρου µήκους, σε κλειστή µορφή. Στις περιπτώσεις αυτές ο M.Z. µας

παρέχει µια εναλλακτική συµπαγή µορφή αναπαράστασης ενός σήµατος, όπως φαί-
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νεται και στον Πίνακα 3.1. που ακολουθεί.

™À¡∏£∏ ∑∂À°∏ ª.∑.

Ορισµένα από τα πιο συνηθισµένα ζεύγη M.Z. παρατίθενται στον Πίνακα 3.1. Αυτά

θα µας βοηθήσουν πάρα πολύ και στον υπολογισµό του αντίστροφου M.Z., εκφρά-

ζοντας τη συνάρτηση X(z) ως γραµµικό συνδυασµό απλούστερων συναρτήσεων,

όπως θα δούµε στην ενότητα 3.2.

¶›Ó·Î·˜ 3.1

Συνήθη ζεύγη µετασχηµατισµών–z

Σήµα Μετασχηµατισµός–z Περιοχή Σύγκλισης

δ(n) 1 Όλο το z

δ(n – m) z–m Όλο το z, εκτός z = 0 αν m > 0

ή z = ∞ αν m < 0

u(n) |z| > 1

– u( – n – 1) |z| < 1

anu(n) |z| > |a|

– anu( – n – 1) |z| < |a|

nanu(n) |z| > |a|

– nanu( – n – 1) |z| < |a|

cos(ω0n)u(n) |z| > 1

sin(ω0n)u(n) |z| > 1
  

(sin )

( cos )

ω
ω

0

0

z

z z

−

− −− +

1

1 21 2

  

1

1 2
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1
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1 2

−
− +

−

− −
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ω
ω

z

z z

  

az

az

−

−−

1

1 21( )

  

az

az

−
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1 21( )
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(rncosω0n)u(n) |z| > |r|

(rnsinω0n)u(n) |z| > |r|
  

( sin )

( cos )

r z

r z r z

ω
ω

0

0

−

− −− +

1

1 2 21 2

  

1

1 2

1

1 2 2

−
− +

−

− −
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r z

r z r z

ω
ω

0

0
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3.1.3 π‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡–z

O M.Z. έχει ορισµένες ιδιότητες οι οποίες τον καθιστούν ένα εξαιρετικά χρήσιµο

εργαλείο στη µελέτη των σηµάτων και συστηµάτων διακριτού χρόνου. Στην παρού-

σα υποενότητα παρουσιάζουµε µε συντοµία τις πιο χρήσιµες από αυτές και όλες µαζί

τις παραθέτουµε στον Πίνακα 3.2.

°ƒ∞ªªπ∫√∆∏∆∞

Εάν 

µε Π.Σ. Ρ1

και 

µε Π.Σ. Ρ2

τότε 

µε Π.Σ. τουλάχιστον Ρ1∩Ρ2 (3.23)

όπου a, b σταθερές και Ρ1∩Ρ2 η τοµή των περιοχών Ρ1 και Ρ2. Η λέξη «τουλάχιστον»

χρησιµοποιήθηκε για την περίπτωση κατά την οποία ο γραµµικός συνδυασµός είναι

τέτοιος ώστε κάποια µηδενικά εξουδετερώνουν ορισµένους πόλους. Σε µια τέτοια

περίπτωση η Π.Σ. είναι µεγαλύτερη από την τοµή των δύο περιοχών.

√§π™£∏™∏ ™∆√ Ãƒ√¡√

Εάν µε Π.Σ. Ρ

τότε µε Π.Σ. Ρ΄ (3.24)

όπου Ρ΄ = Ρ µε ενδεχόµενο όµως την προσθήκη ή απόρριψη των τιµών 0 και ∞, λόγω

του παράγοντα z–m.

Απόδειξη:

  x n m z X zZ m( ) ( )− ← → −

  x n X zZ( ) ( )← →

  ax n bx n aX z bX zZ
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )+ ← → +

  x n X zZ
2 2( ) ( )← →

  x n X zZ
1 1( ) ( )← →

  
Z x n m x n m z z x n m z z x l z z X zn

n

m n m

n

m l

l

m( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )−{ } = − = − = =−

=−∞

+∞
− − −

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
−∑ ∑ ∑
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™À¡∂§π•∏ ™∆√ ¶∂¢π√ ∆√À Ãƒ√¡√À

Εάν µε Π.Σ. Ρ1

και µε Π.Σ. Ρ2

τότε µε Π.Σ. τουλάχιστον Ρ1∩Ρ2 (3.25)

Απόδειξη:

Από τον ορισµό της συνέλιξης της ενότητας 1.5 του Κεφαλαίου 1 γνωρίζουµε ότι

. 

Αντικαθιστώντας τη σχέση αυτή στην (3.1) έχουµε:

Στον Πίνακα 3.2 παραθέτουµε τις πιο γνωστές ιδιότητες του M.Z.
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∑

  x n x n X z X zZ
1 2 1 2( )* ( ) ( ) ( )← →

  x n X zZ
2 2( ) ( )← →

  x n X zZ
1 1( ) ( )← →

¶›Ó·Î·˜ 3.2

Ιδιότητες του M.Z.

Ιδιότητα Σήµα Μετασχηµατισµός–z Περιοχή σύγκλισης

x(n) X(z) P: R1 < |z| < R2

x1(n) X1(z) P1

x2(n) X2(z) P2

Γραµµικότητα αx1(n) + bx2(n) αX1(z) + bX2(z) P1∩P2 τουλάχιστον

Ολίσθηση στο χρόνο x(n – m) z–mX(z) P, εκτός z = 0 αν m > 0

ή z = ∞ αν m < 0

Κλιµάκωση στο πεδίο–z αnx(n) X(α–1z) |α|R1 < |z| < |α|R2
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Κατοπτρισµός στο χρόνο x( – n) X(z–1)

Συζυγία x*(n) X*(z*) P

Παραγώγιση στο πεδίο–z nx(n) P

Συνέλιξη x1(n)*x2(n) X1(z)X2(z) P1∩P2 τουλάχιστον

Πρώτη διαφορά x(n) – x(n – 1) (1 – z–1)X(z) Τουλάχιστον η τοµή της Ρ 

και της |z| > 0

Θεώρηµα αρχικής τιµής Αν x(n) = 0 για n < 0, τότε x(0) =
  
lim ( )
z

X z
→∞

  
−z

dX z
dz
( )

  

1 1

2 1R
z

R
<| |<

1 0 53 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.5

Υπολογίστε το M.Z. των σηµάτων x2(n) και x3(n) του Παραδείγµατος 3.4, βασιζό-

µενοι στο M.Z. του σήµατος x1(n).

Λύση

∆ιαπιστώνουµε εύκολα ότι x2(n) = x1(n + 2) και x3(n) = x1(n–2). Άρα, µε βάση την

ιδιότητα της ολίσθησης στο χρόνο, βρίσκουµε ότι

X2(z) = z2X1(z) = 3z2 + 4z + 5 + z–2 + 2z–3 και X3(z) = z–2X1(z) = 3z–2 + 4z–3 + 5z–4 + z–6

+ 2z–7.

Ας σηµειωθεί ότι λόγω του πολλαπλασιασµού επί z2 η Π.Σ. του X2(z) δεν περιλαµ-

βάνει το σηµείο z = ∞, αν και αυτό ανήκε στην Π.Σ. του X1(z).

Το παράδειγµα αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να κατανοήσουµε καλύτερα την ιδιό-

τητα της ολίσθησης. Πράγµατι, αν θυµηθούµε ότι ο συντελεστής του z–n αντιστοιχεί

στην τιµή του δείγµατος στην χρονική στιγµή n, καταλαβαίνουµε αµέσως ότι η καθυ-

στέρηση ενός σήµατος κατά m (m > 0) δείγµατα, δηλαδή x(n)→x(n–m), ισοδυναµεί

µε πολλαπλασιασµό όλων των όρων του M.Z. επί z–m. Ο συντελεστής του z–n γίνε-

ται συντελεστής του z–(n + m).

Να υπολογίσετε την έξοδο y(n) του Παραδείγµατος 1.6, αξιοποιώντας τις ιδιότη-

τες του M.Z.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.1
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε το M.Z. X(z) της ακολουθίας x(n) και είδαµε ότι:

Η Π.Σ. της συνάρτησης X(z) είναι στη γενική περίπτωση, ένας κυκλικός δακτύλιος

(R1 < |z| < R2) στο επίπεδο–z µε κέντρο την αρχή των αξόνων. Σε ορισµένες περι-

πτώσεις R1 = 0, οπότε η Π.Σ. γίνεται ένας δίσκος ακτίνας R2, ενώ σε άλλες R2 = ∞,

οπότε η Π.Σ. εκτείνεται σε όλο το επίπεδο |z| > R1.

Η Π.Σ. δεν περιλαµβάνει του πόλους της συνάρτησης X(z).

Εάν η x(n) είναι πεπερασµένου µήκους, τότε η Π.Σ. είναι όλο το επίπεδο–z, µε πιθα-

νή εξαίρεση τα σηµεία z = 0 και / ή z = ∞.

Εάν η X(z) είναι ρητή και η x(n) δεξιόπλευρη, τότε η Π.Σ. ορίζεται στο επίπεδο–z

εκτός του κύκλου µε ακτίνα τον πλέον αποµακρυσµένο πόλο της X(z). Εάν επι-

πλέον, η x(n) είναι αιτιατή, τότε η Π.Σ. συµπεριλαµβάνει και την τιµή z = ∞.

Εάν η X(z) είναι ρητή και η x(n) αριστερόπλευρη, τότε η Π.Σ. ορίζεται στο επίπε-

δο–z εντός του κύκλου µε ακτίνα τον πλησιέστερο στο κέντρο πόλο της X(z). Εάν,

επιπλέον, η x(n) είναι αντι–αιτιατή (δηλαδή αριστερόπλευρη και ίση µε 0 για n >

0), τότε η Π.Σ. συµπεριλαµβάνει και την τιµή z = 0.

3.2 O ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

Ο αντίστροφος M.Z. µας βοηθά να υπολογίσουµε το σήµα διακριτού χρόνου x(n)

όταν γνωρίζουµε το M.Z. αυτού, X(z). Συµβολικά γράφουµε x(n) = Z–1{X(z)}. Απο-

δεικνύεται ότι ο αντίστροφος M.Z. της X(z) δίνεται από τη σχέση:

(3.26)

όπου c µια αριστερόστροφη κλειστή καµπύλη ολοκλήρωσης γύρω από την αρχή των

αξόνων και εντός της Π.Σ. της Χ(z). Για δεδοµένη Π.Σ. ο αντίστροφος M.Z. είναι µονα-

δικά ορισµένος.

Ένας τρόπος να υπολογίσουµε την x(n) είναι να αναπτύξουµε την X(z) σε δυναµο-

σειρά (power–series expansion) ως προς z–1, δηλαδή:

  

x n
j

X z z dzn

c

( )
π

( )= −∫1
2

1

Να υπολογίσετε το M.Z. του σήµατος 
  
x n

n N
( )

, , , ...,

,
= = −




1 0 1 1

0

     

αλλού

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.2
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(3.27)

∆ιαπιστώνουµε εύκολα ότι το ζητούµενο σήµα είναι οι συντελεστές του πολυωνύµου.

Όταν η X(z) δίνεται σε κλειστή µορφή, λ.χ. ως µια ρητή συνάρτηση πολυωνύµων, ένα

τέτοιο ανάπτυγµα δεν είναι εύκολο να υπολογιστεί. Σε αυτές τις περιπτώσεις, για τον

υπολογισµό της ακολουθίας x(n), χρησιµοποιούµε είτε τη µέθοδο της ανάπτυξης σε

µερικά κλάσµατα (partial–fraction expansion) είτε τη µέθοδο των ολοκληρωτικών υπο-

λοίπων (residue method). Θα εξετάσουµε στα επόµενα εδάφια τον υπολογισµό του αντί-

στροφου M.Z. µε ανάπτυξη σε δυναµοσειρά και µε ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα.

3.2.1 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘ ª.∑. ÌÂ ·Ó¿Ù˘ÍË ÛÂ ‰˘Ó·ÌÔÛÂÈÚ¿

Η ανάπτυξη µιας ρητής συνάρτησης σε δυναµοσειρά επιτυγχάνεται συνήθως µε συνε-

χή διαίρεση (long division). Η µέθοδος αυτή δεν καταλήγει σε µια αναλυτική έκφρα-

ση για την x(n). Είναι µία αριθµητική µέθοδος µε την οποία µπορούµε να υπολογί-

ζουµε ένα νέο στοιχείο της x(n) κάθε φορά.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.6
Να υπολογιστεί η δεξιόπλευρη ακολουθία x(n) της οποίας ο M.Z. είναι:

.

Λύση Η συνεχής διαίρεση του αριθµητή µε τον παρανοµαστή µας δίνει:

1 + 1,6 z–1 – 0,52 z–2  + 0,4 z–3 + …

1 + 0,4z–1 – 0,12z–2 1 + 2 z–1

1 + 0,4z–1 – 0,12z–2

1,6z–1 + 0,12z–2

1,6z–1 + 0,64z–2 – 0,192z–3

– 0,52z–2 + 0,192z–3

– 0,52z–2 – 0,208z–3  + 0,0624z–4

– 0,4z–3 – 0,0624 z–4

…………………

…………………

  
X z

z

z z
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1 2
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1 2
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Εποµένως η X(z) µπορεί να εκφραστεί ως δυναµοσειρά:

X(z) = 1 + 1,6z–1 – 0,52z–2 + 0,4z–3 + ….

Είναι φανερό ότι:

x(0) = 1, x(1) = 1,6, x(2) = – 0,52, x(3) = 0,4,….

Συνεχίζοντας τη διαίρεση θα µπορούσαµε να πάρουµε και άλλα στοιχεία της x(n).

3.2.2 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘ ª.∑. ÌÂ ·Ó¿Ù˘ÍË 
ÛÂ ÌÂÚÈÎ¿ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·

Έστω X(z) ρητή συνάρτηση της µορφής

(3.28)

Θεωρήσαµε ότι b0 = 1. Αυτό όµως δεν περιορίζει τη γενικότητα της έκφρασης, αφού

εάν b0 ≠ 1, µπορούµε να διαιρέσουµε αριθµητή και παρονοµαστή µε b0 και να κατα-

λήξουµε στη µορφή της σχέσης (3.28). Μία ρητή συνάρτηση της µορφής αυτής ονο-

µάζεται κανονική (proper) εάν bN ≠ 0 και M < Ν, δηλαδή όταν ο αριθµός των µηδε-

νικών της συνάρτησης είναι µικρότερος του αριθµού των πόλων αυτής. Εάν η ρητή

συνάρτηση είναι µη–κανονική (M ≥ Ν), τότε αυτή µπορεί πάντοτε να εκφραστεί ως

άθροισµα ενός πολυωνύµου και µιας κανονικής ρητής συνάρτησης, εκτελώντας τη

διαίρεση του C(z) δια του D(z), δηλαδή

(3.29)

όπου (3.30)

και (3.31)

Ο υπολογισµός του αντίστροφου M.Z. του πολυωνύµου X0(z) είναι προφανής και

γίνεται απευθείας χωρίς επιπλέον πράξεις, από τον ορισµό του M.Z. (σχέση 3.1).

Η συνάρτηση X1(z) είναι κανονική ρητή συνάρτηση. Στόχος µας είναι να την ανα-

πτύξουµε σε µερικά κλάσµατα, δηλαδή να την εκφράσουµε ως άθροισµα απλών κλα-

σµάτων και στη συνέχεια να υπολογίσουµε τον αντίστροφο M.Z. κάθε κλάσµατος

ξεχωριστά. Λόγω της ιδιότητας της γραµµικότητας, ο αντίστροφος M.Z. της συνάρ-
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τησης X1(z) θα ισούται µε το άθροισµα των επιµέρους αντίστροφων M.Z. των κλα-

σµάτων. Ας δούµε λοιπόν, πώς γίνεται η ανάπτυξη µιας κανονικής ρητής συνάρτη-

σης σε µερικά κλάσµατα.

Έστω ότι η X(z) είναι κανονική ρητή συνάρτηση της µορφής (3.28). Για να απλο-

ποιήσουµε την όλη ανάλυση, απαλείφουµε τις αρνητικές δυνάµεις του z πολλαπλα-

σιάζοντας αριθµητή και παρονοµαστή επί zN, οπότε η σχέση γίνεται:

(3.32)

Επειδή Ν > Μ η συνάρτηση

(3.33)

είναι πάντοτε κανονική. Για να αναπτύξουµε την τελευταία συνάρτηση σε µερικά

κλάσµατα, βρίσκουµε τις ρίζες p1, p2,…,pN του παρονοµαστή, δηλαδή τους πόλους

της X(z). Θα εξετάσουµε στη συνέχεια την περίπτωση που οι πόλοι είναι όλοι δια-

φορετικοί µεταξύ τους, δηλαδή είναι πολλαπλότητας 1. Σε µια τέτοια περίπτωση η

(3.33) γράφεται ως

(3.34)

Στόχος µας είναι να υπολογίσουµε τους συντελεστές Α1, Α2,…,ΑΝ. Αυτό µπορούµε

να το πετύχουµε πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (3.34) µε καθέναν από τους

όρους (z–pk), k = 1,2,…,N και υπολογίζοντας την έκφραση που προκύπτει στις αντί-

στοιχες θέσεις των πόλων p1, p2,…,pN. Έτσι, στη γενική περίπτωση θα έχουµε

(3.35)

και, εποµένως, για z = pk η σχέση αυτή θα µας δώσει το συντελεστή Αk, αφού όλοι

οι άλλοι όροι του δευτέρου µέλους µηδενίζονται. ∆ηλαδή

(3.36)

Σηµειώνεται ότι οι σχέσεις (3.34) και (3.36) ισχύουν τόσο για πραγµατικούς, όσο

και για µιγαδικούς πόλους.
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Η διαδικασία της ανάπτυξης της X(z) σε µερικά κλάσµατα έχει ολοκληρωθεί στο

σηµείο αυτό, αφού έχουµε υπολογίσει τις τιµές Α1, Α2,…,ΑΝ. Η X(z) γράφεται τώρα ως

(3.37)

ή διαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή κάθε µερικού κλάσµατος µε z έχουµε την

τελική έκφραση του X(z) σε µορφή αρνητικών δυνάµεων του z:

(3.38)

Ο αντίστροφος M.Z. x(n) = Z–1{X(z)} µπορεί τώρα εύκολα να υπολογιστεί µε τον

αντίστροφο M.Z. κάθε µερικού κλάσµατος ξεχωριστά και τελικά τον γραµµικό συν-

δυασµό τους. Από τον Πίνακα 3.1 µπορούµε να δούµε ότι

(3.39)

Το ποια από τις σχέσεις θα επιλέξουµε, εξαρτάται από την επιπλέον πληροφορία που

έχουµε. Για παράδειγµα, αν γνωρίζουµε ότι το σήµα x(n) είναι αιτιατό, τότε θα επι-

λέξουµε τη δεξιόπλευρη ακολουθία (πρώτη από τις σχέσεις 3.39) και ο αντίστροφος

M.Z. της (3.38) θα ισούται µε

(3.40)

Ας παρακολουθήσουµε την όλη διαδικασία υπολογισµού του αντίστροφου M.Z. µιας

κανονικής ρητής συνάρτησης µε τη µέθοδο της ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα,

µέσα από το επόµενο παράδειγµα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.7

Να υπολογιστεί η δεξιόπλευρη ακολουθία x(n) της συνάρτησης του Παραδείγµατος 3.6.

Λύση

Καταρχήν απαλείφουµε τις αρνητικές δυνάµεις του z από τη συνάρτηση, πολλα-

πλασιάζοντας τον αριθµητή και τον παρονοµαστή µε το z2. Έτσι έχουµε:

.

Οι πόλοι της X(z) είναι p1 = 0,2 και p2 = –0,6, οπότε η σχέση αυτή γράφεται στη

  
X z

z

z z

z z

z z
( )

, , , ,
= +

+ −
= +

+ −

−

− −
1 2

1 0 4 0 12

2

0 4 0 12

1

1 2

2

2

  x n A p A p A p u nn n
N N

n( ) ( ... ) ( )= + + +1 1 2 2

  
Z

p z

p u n z p

p u n z pk

k
n

k

k
n

k

−
−−

=
>

− − <






1

1

1

1 1
{ }

( ) | | | | ( )

( ) | | | | ( )

αν Π.Σ.

αν Π.Σ.

:

 -   :

αιτιατό σήµα

µη αιτιατό σήµα

  
X z A

p z
A

p z
A

p z
N

N

( ) ....=
−

+
−

+ +
−1

1
1 2

2
1 1

1

1

1

1

1

1- - -

  
X z A

z
z p

A
z

z p
A

z
z pN

N

( ) ....=
−

+
−

+ +
−1

1
2

2

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 110



µορφή της (3.34) ως εξής:

Εφαρµόζοντας τη σχέση (3.36) υπολογίζουµε τα Α1 και Α2

Άρα η X(z) µπορεί πλέον να εκφραστεί ως ανάπτυγµα µερικών κλασµάτων

Γνωρίζοντας ότι η ζητούµενη ακολουθία x(n) είναι δεξιόπλευρη, υπολογίζουµε τον

αντίστροφο M.Z. από την πρώτη σχέση της (3.39) ως

x(n) = 2,75(0,2)nu(n) – 1,75( – 0,6)nu(n)

Αυτή είναι η ζητούµενη ακολουθία. Παρατηρούµε ότι για τις τιµές του n = 0,1,2,3

παίρνουµε τα στοιχεία x(0) = 1, x(1) = 1,6, x(2) = – 0,52, x(3) = 0,4, επιβεβαιώνο-

ντας έτσι τα αποτελέσµατα του Παραδείγµατος 3.6.

Η διαδικασία της ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα που εξετάσαµε µέχρι τώρα, εφαρ-

µόζεται στην περίπτωση που έχουµε απλούς πόλους, δηλαδή πόλους διαφορετικούς

µεταξύ τους. Εάν η X(z) έχει πόλους πολλαπλότητας l, δηλαδή ο παρονοµαστής της

περιέχει παράγοντες της µορφής (z–pk)
l, τότε η προηγούµενη διαδικασία δεν ισχύει

όπως έχει, και πρέπει να τροποποιηθεί. Η περίπτωση αυτή, όµως, παρεκκλίνει από

τους στόχους του παρόντος βιβλίου και δε θα εξεταστεί. Όπως επίσης δε θα εξετα-

στεί η περίπτωση υπολογισµού του αντίστροφου M.Z. µε χρήση των ολοκληρωτι-
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κών υπολοίπων. Στη βιβλιογραφία του Κεφαλαίου δίνονται συγγράµµατα τα οποία

αναφέρονται εκτενώς στα θέµατα αυτά.

Να υπολογίσετε την x(n) όταν γνωρίζετε ότι X(z) = (z–1)/(z2–1,9z + 0,84) και η Π.Σ.

είναι (α) |z| > 1 ή (β) |z| < 0,5.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.3

Να υπολογίσετε τον αντίστροφο M.Z. της X(z) = (6 + z–1)/(1–0,25z–2).

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.4

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή είδαµε τις µεθόδους υπολογισµού του αντίστροφου M.Z. Συγκε-

κριµένα, είδαµε ότι όταν µας δίνεται ο M.Z. µιας ακολουθίας, ο οποίος είναι συνή-

θως ρητής µορφής, µπορούµε να βρούµε την ίδια την ακολουθία είτε αναπτύσσο-

ντας σε δυναµοσειρά εκτελώντας τη λεγόµενη συνεχή διαίρεση, είτε αναπτύσσο-

ντας σε µερικά κλάσµατα. Η πρώτη από τις µεθόδους αυτές δεν καταλήγει σε

κάποια αναλυτική µορφή για την ζητούµενη ακολουθία, και χρησιµοποιείται κυρίως

για τον υπολογισµό µερικών από τους πρώτους όρους του αναπτύγµατος.
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3.3 √ ÌÔÓfiÏÂ˘ÚÔ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

O M.Z. που γνωρίσαµε µέχρι τώρα αναφέρεται σε σήµατα τα οποία ορίζονται σε όλο

το διάστηµα του χρόνου από το – ∞ έως το + ∞ ( – ∞ < n < + ∞) και ονοµάζεται

αµφίπλευρος M.Z. (bilateral z–transform). Εκτός αυτού, υπάρχει και ο µονόπλευρος

M.Z. (one–sided or unilateral z–transform), ο οποίος είναι ιδιαίτερα χρήσιµος για

την ανάλυση διακριτών συστηµάτων τα οποία αρχικά δεν βρίσκονται σε ηρεµία.

Αυτά τα συστήµατα περιγράφονται από εξισώσεις διαφορών µε µη µηδενικές αρχι-

κές συνθήκες. Με άλλα λόγια, ένα τέτοιο σύστηµα αρχικά δεν βρίσκεται σε ηρεµία,

λόγω διεγέρσεων που εφαρµόστηκαν σ’ αυτό πριν ακόµα εφαρµοστεί η είσοδος x(n)

κατά τη χρονική στιγµή n = 0. Οι αρχικές τιµές y(–1), y(–2),…,y(–N) της εξόδου του

συστήµατος, οι οποίες οφείλονται στις προηγούµενες διεγέρσεις, αποτελούν τις αρχι-

κές συνθήκες αυτού.

Ο µονόπλευρος M.Z. της ακολουθίας x(n) ορίζεται ως

(3.41)

και γράφουµε συνήθως

(3.42)

Παρατηρούµε ότι στο µονόπλευρο M.Z. το άθροισµα υπολογίζεται µόνο για τις

µη–αρνητικές τιµές του n, ανεξάρτητα από το αν η ακολουθία x(n) είναι µηδενική ή

µη για n < 0. ∆ηλαδή ο µονόπλευρος M.Z. της x(n) µπορεί να θεωρηθεί ως ο αµφί-

πλευρος M.Z. της x(n)u(n). Επειδή η ακολουθία x(n)u(n) είναι πάντοτε µία δεξιό-

πλευρη ακολουθία, η Π.Σ. του Χ + (z) είναι πάντοτε το εξωτερικό ενός κύκλου. Πολ-

λές από τις ιδιότητες του µονόπλευρου M.Z. είναι ίδιες µε εκείνες του αµφίπλευρου

M.Z., όπως οι ιδιότητες της γραµµικότητας, κλιµάκωσης στο επίπεδο–z, επέκτασης

στο χρόνο, συζυγούς ακολουθίας και παραγώγισης. Μία από τις ιδιότητες που δια-

φέρουν, και παρουσιάζει ενδιαφέρον είναι εκείνη της ολίσθησης, την οποία και θα

εξετάσουµε στη συνέχεια.

√§π™£∏™∏ ™∆√ Ãƒ√¡√

Εάν 

τότε για m > 0 (3.43)
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για m > 0 (3.44)

Απόδεξη:

Η σχέση (3.43) αφορά τη δεξιά ολίσθηση ή καθυστέρηση της ακολουθίας x(n), ενώ

η (3.44) την αριστερή ολίσθηση ή προήγηση αυτής. Συγκρίνοντας τις σχέσεις αυτές

µε την αντίστοιχη σχέση (3.24), για τον αµφίπλευρο M.Z., γίνεται φανερό ότι κατά

τη δεξιά ολίσθηση, νέα δείγµατα εισέρχονται στο διάστηµα [0, + ∞) και άρα πρέπει

να λάβουν και αυτά µέρος στους υπολογισµούς. Τα νέα αυτά δείγµατα είναι τα x(–1),

x(–2), …, x(–m). Κατά την αριστερή ολίσθηση, κάποια από τα υπάρχοντα δείγµατα

βρίσκονται εκτός του διαστήµατος [0, + ∞) και συνεπώς πρέπει να αφαιρεθούν από

το συνολικό άθροισµα. Πρόκειται για τα δείγµατα x(0), x(1), …, x(m–1).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.8

Να υπολογιστεί ο µονόπλευρος M.Z. των σηµάτων x1(n) = anu(n) και x2(n) = x1(n+1).

Λύση

Ο υπολογισµός του X1
+(z) γίνεται εύκολα από τον ορισµό του µονόπλευρου M.Z.

(3.41). Άλλωστε, το αποτέλεσµα είναι ίδιο µε εκείνο του αµφίπλευρου M.Z. αφού

πρόκειται για αιτιατή ακολουθία (βλ. σχέση 3.8). Έχουµε λοιπόν:

X1
+(z) = X1(z) = 1/(1–az–1) µε Π.Σ. |z| > |a|.

Για τον υπολογισµό του X2
+(z) εφαρµόζουµε το θεώρηµα της ολίσθησης (σχέση 3.44)

για m = 1 και παίρνουµε

X2
+(z) = z1[X1

+(z)–x1(0)z0] = z[X1
+(z) – 1] = z/(1–az–1) – z

αφού x1(0) = 1.
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε το µονόπλευρο M.Z., ο οποίος χρησιµοποιείται στην

ανάλυση διακριτών συστηµάτων, όταν αυτά δεν βρίσκονται σε αρχική ηρεµία. Ο

µονόπλευρος M.Z. δεν περιέχει πληροφορία για το σήµα στις αρνητικές χρονικές

στιγµές. Ο µονόπλευρος M.Z. του σήµατος x(n) ταυτίζεται µε τον αµφίπλευρο M.Z.

του σήµατος x(n)u(n), το οποίο είναι αιτιατό. Άρα, η Π.Σ. του M.Z. ορίζεται πάντα

στο εξωτερικό ενός κύκλου.

3.4 O ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z ÛÙËÓ ·Ó¿Ï˘ÛË Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ

Ο M.Z. παίζει πρωτεύοντα ρόλο στη µελέτη LTI συστηµάτων διακριτού χρόνου. Από

τον ορισµό της συνέλιξης (σχέση 1.37) όπως και την ιδιότητα της συνέλιξης (σχέση

3.25), γίνεται προφανές ότι Y(z) = H(z)X(z) ή:

(3.45)

όπου X(z), Y(z), H(z) είναι οι M.Z. της εισόδου x(n), της εξόδου y(n) και της κρου-

στικής απόκρισης h(n) του συστήµατος, αντίστοιχα. ∆ιαγραµµατικά αυτό φαίνεται

στο Σχήµα 3.3. Η συνάρτηση H(z) ονοµάζεται συνάρτηση συστήµατος (system

function) ή συνάρτηση µεταφοράς (transfer function) του συστήµατος. Για τιµές του

z πάνω στο µοναδιαίο κύκλο, δηλαδή για z = ejω, η H(z) µας δίνει την απόκριση

συχνότητας (frequency response) του συστήµατος, υπό την προϋπόθεση, βέβαια, ότι

ο µοναδιαίος κύκλος ανήκει στην Π.Σ. της H(z). Πολλές από τις ιδιότητες ενός συστή-

µατος εξάγονται κατευθείαν από τα χαρακτηριστικά των πόλων, των µηδενικών και

της Π.Σ. της συνάρτησης µεταφοράς αυτού, όπως θα δούµε στη συνέχεια.
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™¯‹Ì· 3.3

Γενικό διάγραµµα
συστήµατος δια-
κριτού χρόνου

3.4.1 ∞ÈÙÈ·ÙfiÙËÙ· LTI Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

Είδαµε στην ενότητα 1.4 ότι ένα σύστηµα είναι αιτιατό όταν η έξοδός του εξαρτά-

ται µόνο από τις παρούσες και προηγούµενες τιµές της εισόδου του συστήµατος και

όχι από µελλοντικές τιµές αυτής. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της συνέλιξης (εξί-

σωση 1.17), µπορούµε να συνδυάσουµε την ιδιότητα της αιτιατότητας µε την κρου-

στική απόκριση ενός LTI συστήµατος. Συγκεκριµένα, για να είναι αιτιατό ένα LTI

σύστηµα διακριτού χρόνου, θα πρέπει η y(n) να µην εξαρτάται από τη x(m) για m >
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n. Από τη σχέση (1.17), βλέπουµε ότι για να ισχύει αυτό, θα πρέπει όλοι οι συντε-

λεστές h(n–m) οι οποίοι πολλαπλασιάζουν τις τιµές του x(m) για m > n να είναι ίσοι

µε µηδέν. Αυτό σηµαίνει ότι η κρουστική απόκριση ενός αιτιατού LTI συστήµατος

διακριτού χρόνου θα πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη

h(n) = 0 για   n < 0 (3.46)

Η συνθήκη αυτή, για ένα αιτιατό LTI σύστηµα διακριτού χρόνου, συνεπάγεται ότι

το άθροισµα της συνέλιξης της σχέσης (1.17) γίνεται

(3.47)

και η ισοδύναµη σχέση (1.18) γίνεται

(3.48)

Από τη σχέση (3.46) παρατηρούµε ότι η h(n) είναι µια δεξιόπλευρη ακολουθία.

(Υπενθυµίζεται ότι ο M.Z. αυτής ισούται µε την H(z), τη συνάρτηση µεταφοράς του

συστήµατος). Άρα, όπως είδαµε στην ενότητα 3.1, η Π.Σ. του M.Z. µιας τέτοιας ακο-

λουθίας θα είναι το εξωτερικό ενός κύκλου µε κέντρο την αρχή των αξόνων, συµπε-

ριλαµβανοµένου και του απείρου. Στην περίπτωση κατά την οποία η H(z) είναι ρητή

συνάρτηση, αυτό σηµαίνει ότι η Π.Σ. θα ορίζεται στο εξωτερικό του κύκλου µε ακτί-

να τον πλέον αποµακρυσµένο πόλο αυτής. Επειδή µάλιστα, η τιµή z = ∞ ανήκει στην
Π.Σ., συνεπάγεται ότι ο βαθµός του πολυωνύµου του αριθµητή της H(z) δε θα πρέπει

να είναι µεγαλύτερος του βαθµού του παρανοµαστή, όταν τα πολυώνυµα αυτά εκφρα-

στούν ως συνάρτηση του z.

3.4.2 ∂˘ÛÙ¿ıÂÈ· LTI Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

Στην ενότητα 1.4 είδαµε ότι ένα σύστηµα είναι ευσταθές εάν κάθε φραγµένη είσο-

δος παράγει µια φραγµένη έξοδο (ΒΙΒΟ). Ας δούµε τώρα τις συνθήκες υπό τις οποί-

ες τα LTI συστήµατα διακριτού χρόνου είναι ευσταθή. Αρχίζουµε θεωρώντας ότι η

είσοδος x(n) είναι φραγµένη κατά µέτρο, δηλαδή |x(n)| < B για όλα τα n. Εάν η είσο-

δος αυτή εφαρµοστεί σ’ ένα LTI σύστηµα του οποίου η κρουστική απόκριση είναι

h(n), τότε το µέτρο της εξόδου θα είναι

(3.49)
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Επειδή η απόλυτη τιµή του αθροίσµατος αριθµών είναι πάντοτε µικρότερη ή ίση του

αθροίσµατος των απολύτων τιµών των αριθµών, η σχέση (3.49) γίνεται

(3.50)

και αφού |x(n–m)| < B για όλες τις τιµές των m και n, η σχέση αυτή καταλήγει στην

για όλα τα n. (3.51)

Άρα, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι εάν η κρουστική απόκριση είναι αθροίσιµη

κατ’ απόλυτη τιµή, δηλαδή εάν

(3.52)

τότε η y(n) είναι φραγµένη κατά µέτρο και κατά συνέπεια το σύστηµα είναι ευστα-

θές. Η σχέση (3.52) αποτελεί την ικανή συνθήκη για την ευστάθεια ενός LTI συστή-

µατος διακριτού χρόνου. Αποδεικνύεται ότι αυτή είναι επίσης, και αναγκαία συν-

θήκη για την ευστάθεια ενός LTI συστήµατος διακριτού χρόνου. Γνωρίζουµε όµως

ότι η 3.52 αποτελεί και την ικανή συνθήκη για να υπάρχει ο µετασχηµατισµός

Fourier. Άρα, για ευσταθή συστήµατα, ο µετασχηµατισµός Fourier της h(n) συγκλί-

νει και κατά συνέπεια, η Π.Σ. της H(z) πρέπει να περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο.

Άρα, ένα LTI σύστηµα είναι ευσταθές εάν και µόνο εάν η Π.Σ. της συνάρτησης µετα-

φοράς του H(z) περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο, |z| = 1.

Συνδυάζοντας τα δύο παραπάνω συµπεράσµατα, τα οποία προέκυψαν από την αιτια-

τότητα και την ευστάθεια ενός LTI συστήµατος διακριτού χρόνου, µπορούµε να

καταλήξουµε στην ικανή και την αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα αιτιατό σύστη-

µα και ευσταθές: Ένα αιτιατό LTI σύστηµα µε ρητή συνάρτηση µεταφοράς H(z) είναι

ευσταθές εάν και µόνο εάν όλοι οι πόλοι της H(z) βρίσκονται στο εσωτερικό του µονα-

διαίου κύκλου, δηλαδή το µέτρο τους είναι µικρότερο της µονάδος.

3.4.3 ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ ¢È·ÊÔÚÒÓ

Μία µεγάλη κατηγορία συστηµάτων είναι αυτή που τα σήµατα εισόδου–εξόδου συν-

δέονται µε µια εξίσωση διαφορών (difference equation) της µορφής

(3.53)
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όπου x(n) η ακολουθία εισόδου, y(n) η ακολουθία εξόδου και αi, bi οι συντελεστές

του συστήµατος. Η εξίσωση αυτή µας λέει ότι η τρέχουσα τιµή του δείγµατος εξό-

δου προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός του παρόντος και των προηγουµένων δειγ-

µάτων της εισόδου, καθώς και από προηγούµενες τιµές της εξόδου. Η σύνδεση µετα-

ξύ της εξίσωσης αυτής και της συνάρτησης µεταφοράς του συστήµατος µπορεί εύκο-

λα να γίνει µε τη βοήθεια των ιδιοτήτων της γραµµικότητας (σχέση 3.23) και της

ολίσθησης στο χρόνο (σχέση 3.24) του M.Z. Έτσι, παίρνοντας το M.Z. και των δύο

µελών της (3.53) έχουµε:

(3.54)

ή (3.55)

και, κατά συνέπεια:

(3.56)

Με άλλα λόγια, η συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος, του οποίου η εξίσωση

διαφορών είναι γραµµική µε σταθερούς συντελεστές, είναι πάντοτε ρητή. Εάν οι

συντελεστές bi του παρανοµαστή είναι µηδενικοί (bi = 0, i = 1, 2, …, N), τότε οι

παραπάνω εξισώσεις (3.53) και (3.56) γίνονται αντίστοιχα:

(3.57)

(3.58)

Η έξοδος του συστήµατος y(n) εξαρτάται τώρα µόνο από την τρέχουσα και τις προη-

γούµενες τιµές της εισόδου, και όχι από τις προηγούµενες τιµές της εξόδου. Λαµ-

βάνοντας υπόψη ότι , καταλαβαίνουµε ότι αi = h(n). ∆ηλαδή, οι

συντελεστές αi συµπίπτουν µε την κρουστική απόκριση h(n) του συστήµατος.Τα LTI

συστήµατα αυτής της κατηγορίας ονοµάζονται συστήµατα πεπερασµένης κρουστι-

κής απόκρισης (FIR, Finite Impulse Response), επειδή το µήκος της ακολουθίας h(n)

είναι πεπερασµένο. Τα συστήµατα αυτά είναι πάντοτε ευσταθή, αφού η κρουστική
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τους απόκριση h(n) είναι πεπερασµένου µήκους και άρα αθροίσιµη κατ’ απόλυτη

τιµή (βλ. σχέση 3.52).

Τα συστήµατα µε συνάρτηση µεταφοράς της µορφής (3.56) στην οποία τουλάχιστον

ένας από τους συντελεστές του παρανοµαστή είναι διάφορος του µηδενός, ονοµά-

ζονται συστήµατα άπειρης κρουστικής απόκρισης (IIR, Infinite Impulse Response),

επειδή η αντίστοιχη κρουστική απόκριση h(n) αποτελείται από άπειρους όρους.

(Θυµηθείτε την ενότητα 3.2 στην οποία ο υπολογισµός του αντίστροφου M.Z. µιας

ρητής συνάρτησης µε τη µέθοδο της ανάπτυξης σε δυναµοσειρά ή σε µερικά κλά-

σµατα, κατέληγε σε ακολουθία απείρων όρων). Για αιτιατά συστήµατα, οι πόλοι της

H(z) θα πρέπει να βρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου για να είναι ευσταθή.

Μια διαφορετική ταξινόµηση των συστηµάτων είναι σε επαναληπτικά (recursive) ή

µη επαναληπτικά (non recursive) συστήµατα[1]. Επαναληπτικά είναι τα συστήµατα

στα οποία η εξίσωση διαφορών εκφράζεται µε τη µορφή (3.53) µε bi ≠ 0. Σ’ αυτά τα

συστήµατα η έξοδος y(n) σε κάθε χρονική στιγµή εξαρτάται και από τιµές της εξό-

δου σε προηγούµενες χρονικές στιγµές y(n–1), y(n–2),… Έχουµε δηλαδή, ανατρο-

φοδότηση (feedback) τιµών της εξόδου στο σύστηµα. Στα µη επαναληπτικά συστή-

µατα, η εξίσωση διαφορών εκφράζεται µε τη µορφή (3.57), γεγονός που σηµαίνει

πως η έξοδος y(n) σε κάθε χρονική στιγµή εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα και τις

προηγούµενες τιµές της εισόδου.

3.4.4 ¢ÔÌ¤˜ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Τα συστήµατα διακριτού χρόνου παριστάνονται συχνά µε τη µορφή διαγραµµάτων

ροής. Πρόκειται για ένα απλό και κατανοητό τρόπο αναπαράστασης των εξισώσεων

διαφορών και των συναρτήσεων µεταφοράς. Ας µελετήσουµε αυτόν τον τρόπο ανα-

παράστασης µε τη βοήθεια της εξίσωσης διαφορών ενός αιτιατού ψηφιακού φίλτρου

δεύτερης τάξης. Το ότι το συγκεκριµένο φίλτρο είναι δεύτερης τάξης, σηµαίνει ότι

στην εξίσωση (3.53) έχουµε Ν = 2. Το ότι αυτό είναι και αιτιατό, σηµαίνει επιπλέον

ότι M ≤ Ν. Άρα η γενική µορφή της εξίσωσης διαφορών ενός τέτοιου φίλτρου θα είναι

y(n) = α0x(n) + α1x(n – 1) + α2x(n – 2) – b1y(n – 1) – b2y(n – 2) (3.59)

και η αντίστοιχη συνάρτηση µεταφοράς

(3.60)
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[1] Στην ελληνική βιβλιογραφία τα συστήµατα αυτά θα τα δούµε και ως αναδροµικά και ως
µη αναδροµικά. 
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Για τον υπολογισµό των εξισώσεων διαφορών της µορφής (3.59), ή γενικότερα της

µορφής (3.53), χρειαζόµαστε πολλαπλασιαστές, αθροιστές και στοιχεία καθυστέρη-

σης. Οι αντίστοιχες σχηµατικές τους αναπαραστάσεις δίνονται από το Σχήµα 3.4.

Το διάγραµµα ροής που αντιστοιχεί στην εξίσωση (3.59) δίνεται από το Σχήµα 3.5α.

Το σύµβολο z–1 αντιπροσωπεύει καθυστέρηση 1 µονάδας χρόνου (µοναδιαία καθυ-

στέρηση, unit delay), γεγονός που µας είναι ήδη γνωστό από την ιδιότητα της ολί-

σθησης του M.Z. (σχέση 3.24).

x(n) x(n) x(n)k

kx(n) x(n-1)x(n) + w(n)

w(n)

z-1

Πολλαπλασιαστής Aθροιστής Στοιχείο Kαθυστέρησης 

x(n)x(n) w(n)
y(n)

y(n)
α0 α0

α1-b1

α2-b2

α1 -b1

α2 -b2

z-1 z-1

z-1z-1

(α) (β)

z-1

z-1

™¯‹Ì· 3.4

Τα βασικά δοµικά
στοιχεία των

ψηφιακών συστη-
µάτων.

™¯‹Ì· 3.5

Πραγµατοποίηση
δοµής δεύτερης
τάξης: (α) άµεση
µορφή τύπου–1,

(β) κανονική ή
άµεση µορφή

τύπου–2

Η πραγµατοποίηση[2] του φίλτρου δεύτερης τάξης µε το διάγραµµα του Σχήµατος

3.5α, προκύπτει άµεσα από τη σχέση (3.59) και ονοµάζεται άµεση µορφή τύπου–1

(direct form type – 1). Παρατηρούµε ότι µια τέτοια δοµή πραγµατοποίησης απαιτεί

τέσσερα στοιχεία καθυστέρησης. Ένας διαφορετικός τρόπος πραγµατοποίησης του

ίδιου φίλτρου είναι ο ακόλουθος:

[2] Με τον όρο «πραγµατοποίηση» (realization) εννοούµε τον τρόπο µε τον οποίο αναπαρι-
στούµε και τελικά υπολογίζουµε µία εξίσωση διαφορών ή την αντίστοιχη συνάρτηση
µεταφοράς. Με τον όρο « υλοποίηση» (implementation) εννοούµε τον τελικό υπολογι-
σµό αυτών µε τη βοήθεια ειδικών ψηφιακών κυκλωµάτων ή υπολογιστών.
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Αρχίζοντας από τη συνάρτηση µεταφοράς (3.60), έχουµε ότι:

ή (3.61)

όπου (3.62)

Ο αντίστροφος M.Z. των τελευταίων δύο σχέσεων (3.61) και (3.62) µας δίνει αντίστοιχα:

y(n) = α0w(n) + α1w(n – 1) + α2w(n – 2) (3.63)

w(n) = x(n) – b1w(n – 1) – b2w(n – 2) (3.64)

Η δοµή πραγµατοποίησης των τελευταίων σχέσεων δίνεται από το Σχήµα 3.5β και

είναι γνωστή ως άµεση µορφή τύπου–2ή κανονική µορφή πραγµατοποίησης του ίδιου

φίλτρου. Στην περίπτωση αυτή απαιτούνται µόνο δύο στοιχεία καθυστέρησης. 

Συστήµατα διακριτού χρόνου τάξης υψηλότερης της δεύτερης, που µόλις εξετάσαµε,

µπορούν να πραγµατοποιηθούν µε τρόπο αντίστοιχο εκείνου του Σχήµατος 3.5. Στην

πράξη όµως, οι υψηλής τάξης συναρτήσεις (Ν > 2) πραγµατοποιούνται ως συνδυασµοί

δοµών πρώτης και / ή δεύτερης τάξης σε σειρά (cascade) ή παράλληλα (parallel), όπως

φαίνεται στο Σχήµα 3.6. Αυτό γίνεται για να µειωθούν τα σφάλµατα των υπολογισµών

κατά την υλοποίησή τους µε ψηφιακά συστήµατα τα οποία χρησιµοποιούν πεπερασµένη

ακρίβεια για την αναπαράσταση των συντελεστών και τον υπολογισµό των πράξεων.
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…

™¯‹Ì· 3.6

∆οµές υψηλής
τάξης ως συνδυα-
σµός δοµών πρώ-
της ή δεύτερης
τάξης (α) σε σειρά
και (β) παράλληλα
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Για την πραγµατοποίηση σε σειρά(cascade realisation), η συνάρτηση µεταφοράς H(z)

αναλύεται σε γινόµενο παραγόντων ως:

(3.65)

όπου L το ακέραιο µέρος του (Ν + 1)/2 και Hi(z) δοµή πρώτης ή δεύτερης τάξης: 

πρώτης τάξης (3.66)

δεύτερης τάξης (3.67)

Τρία είναι τα προβλήµατα που πρέπει να αντιµετωπιστούν κατά την πραγµατοποίη-

ση σε σειρά:

1) µε ποιο τρόπο θα πρέπει να συνδυαστούν οι αριθµητές µε τους παρανοµαστές, 

µετά την παραγοντοποίηση της H(z)

2) µε ποια σειρά θα πρέπει οι επιµέρους δοµές να συνδεθούν, και

3) η ανάγκη κλιµάκωσης, δηλαδή µείωσης του πλάτους του σήµατος σε ενδιάµεσα

σηµεία της δοµής, ώστε αυτό να µην είναι ούτε πολύ µεγάλο, ούτε πολύ µικρό.

Για την παράλληλη πραγµατοποίηση (parallel realisation), η συνάρτηση µεταφοράς

H(z) αναλύεται σε άθροισµα παραγόντων ως:

(3.68)

όπου L το ακέραιο µέρος του (Ν + 1)/2, Β0 = αΜ/bN και

πρώτης τάξης (3.69)

δεύτερης τάξης (3.70)

Στην παράλληλη πραγµατοποίηση δεν παίζει ρόλο η σειρά διασύνδεσης των επιµέ-

ρους δοµών. Επιπλέον, η κλιµάκωση είναι πιο εύκολη υπόθεση, αφού µπορεί να γίνει

για κάθε µία δοµή ανεξάρτητα. Τα µηδενικά όµως των επιµέρους δοµών είναι περισ-

σότερο ευαίσθητα στα σφάλµατα κβάντισης των συντελεστών.
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Η σχέση εισόδου–εξόδου ενός LTI συστήµατος διακριτού χρόνου µε κρουστική από-

κριση h(n) δίνεται από την εξίσωση της συνέλιξης (1.18)

(3.71)

όπου x(n), y(n) οι ακολουθίες εισόδου και εξόδου αντίστοιχα. Αν η ακολουθία εισό-

δου x(n) είναι εκθετικής µορφής

(3.72)

τότε η έξοδος y(n) θα ισούται µε

(3.73)

η οποία µπορεί να γραφεί ως

(3.74)

όπου

(3.75)

Η ποσότητα H(ejω) ονοµάζεται απόκριση συχνότητας (frequency response) του LTI

συστήµατος και µας παρέχει µια περιγραφή αυτού στο πεδίο της συχνότητας. Από

την εξίσωση (3.75) παρατηρούµε ότι η Η(ejω) αποτελεί ουσιαστικά το µετασχηµατισµό

Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της κρουστικής απόκρισης h(n) του συστήµατος. Η

εξίσωση (3.74) µας λέει ότι για µια µιγαδική ακολουθία εισόδου x(n) γωνιακής συχνό-

τητας ω, η έξοδος είναι επίσης µια µιγαδική ακολουθία της ίδιας γωνιακής συχνότη-

τας, πολλαπλασιασµένη όµως µε το µιγαδικό παράγοντα H(ejω). Ο παράγοντας αυτός

εξαρτάται από τη συχνότητα εισόδου ω και την κρουστική ακολουθία h(n).

H H(ejω), όπως είδαµε άλλωστε και στην ενότητα 2.1 για τον DTFT, είναι γενικά µια

µιγαδική συνάρτηση του ω µε περίοδο 2π και µπορεί να εκφραστεί ως

(3.76)

όπου Hr(e
jω) και Hi(e

jω) είναι πραγµατικές συναρτήσεις ως προς ω, και αποτελούν

το πραγµατικό και φανταστικό µέρος της H(ejω) αντίστοιχα, και
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(3.77)

Η ποσότητα ονοµάζεται απόκριση µέτρου (magnitude response) και η

ποσότητα Θ(ω) απόκριση φάσης (phase response) του LTI συστήµατος διακριτού

χρόνου. Και οι δύο αυτές συναρτήσεις είναι πραγµατικές συναρτήσεις του ω.

Η απόκριση συχνότητας ενός συστήµατος διακριτού χρόνου µπορεί εύκολα να υπο-

λογιστεί από τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) του συστήµατος. Φυσικά, όπως έχουµε

ήδη σχολιάσει, η απόκριση συχνότητας έχει νόηµα µόνο για ευσταθή συστήµατα.

Είδαµε ότι η απόκριση συχνότητας του συστήµατος δεν είναι άλλη από το µετα-

σχηµατισµό Fourier της κρουστικής του απόκρισης. Για να βρούµε το µετασχηµα-

τισµό Fourier του συστήµατος πρέπει να υπολογίσουµε το M.Z. πάνω στο µοναδι-

αίο κύκλο, δηλαδή για z = ejω. Έχουµε, εποµένως, από τον ορισµό του M.Z.:

(3.78)

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο γεωµετρικός ή γραφικός προσδιορισµόςτης από-

κρισης συχνότητας που θα εξετάσουµε αµέσως τώρα. Είναι ένας εύκολος και χρή-

σιµος τρόπος για να υπολογίζουµε ποιοτικά κυρίως, την απόκριση συχνότητας σχε-

τικά απλών συστηµάτων και βασίζεται στο διάγραµµα πόλων–µηδενικών της συνάρ-

τησης µεταφοράς H(z). Ταυτόχρονα αναδεικνύει και µια φυσική σηµασία των πόλων

και µηδενικών της συνάρτησης µεταφοράς. Συγκεκριµένα, η ρητή συνάρτηση H(z)

της σχέσης (3.56) γράφεται ως:

(3.79)

όπου z1, z2, …, zM τα M µηδενικά και p1, p2, …, pN οι Ν πόλοι αυτής.

Για z = ejω η σχέση αυτή γίνεται:

(3.80)

και εκφράζοντας κάθε µιγαδικό αριθµό του αριθµητή και παρανοµαστή σε πολικές

συντεταγµένες έχουµε:
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(3.81)

Λαµβάνοντας υπόψη ότι κάθε µιγαδικός zi µπορεί να αναπαρασταθεί και από ένα

διάνυσµα στο µιγαδικό επίπεδο και ότι ο ejω είναι το διάνυσµα µέτρου ίσου µε τη

µονάδα µε κέντρο την αρχή των αξόνων και γωνίας ω µε τον άξονα των θετικών

πραγµατικών, τότε το ejω–zi = Cie
jαi, i = 1,2,…,M, αντιπροσωπεύει το διάνυσµα από

το µηδενικό zi µέχρι εκείνο το σηµείο του µοναδιαίου κύκλου, όπου καταλήγει το ejω

(Βλ. Σχήµα 3.7α). Αντίστοιχα ορίζονται και τα διανύσµατα ejω–pl = Dle
jβl, l =

1,2,…,N, για τους πόλους της σχέσης (3.80). Παρατηρούµε λοιπόν ότι το Ci είναι η

απόσταση του µηδενικού zi από το σηµείο του µοναδιαίου κύκλου όπου καταλήγει

το διάνυσµα ejωκαι Dl είναι η απόσταση του πόλου pl από το ίδιο σηµείο. Οι φάσεις

αi και βl είναι οι γωνίες των αντιστοίχων διανυσµάτων µε τον άξονα των θετικών

πραγµατικών. Αυτές οι γεωµετρικές αναπαραστάσεις φαίνονται στο Σχήµα 3.7β.

  
H e b e

C e C e C e

D e D e D e
Vej j N M

j j j

j j
N

j
j

N
( )

( )( )...( )

( )( )...( )
( )ω ω

α α
= ≡−

0
1 2

1 2
1 2

α

β β β

1 2
Μ Θ

Μ

1 2 53 . 4  O  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z ™ ∆ ∏ ¡  ∞ ¡ ∞ § À ™ ∏  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆ ø ¡

 ejω–pl=Dle
jβl

 ejω–zi=Cie
jαi

Im Im

pl

pl

Dl

ω ωzi

ejω

Re Re

Mοναδιαίος κύκλος

Mοναδιαίος κύκλος

ejω

αi

z=ejω ή |z|=1

zi

Cibl

(α) (β)
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Γραφικός προσ-
διορισµός της
απόκρισης συχνό-
τητας.

Από τη σχέση (3.81) βρίσκουµε πλέον ότι το µέτρο της απόκρισης συχνότητας ισού-

ται µε

(3.82)

και η φάση της µε

Θ = ∠b0 + (N – M)ω + (α1 + α2 + … + αΜ) – (β1 + β2 + …βΝ) (3.83)
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Η φάση του συντελεστή b0 είναι 0 ή π, ανάλογα µε το πρόσηµο αυτού (θετικό ή

αρνητικό αντίστοιχα).

Η γεωµετρική αναπαράσταση είναι πολύ χρήσιµη στην κατανόηση του τρόπου µε

τον οποίο οι θέσεις των πόλων και των µηδενικών επηρεάζουν την απόκριση µέτρου

και φάσης ενός συστήµατος. Για παράδειγµα, εάν ένα µηδενικό zi βρίσκεται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο, τότε το µέτρο του αντίστοιχου διανύσµατος Ci θα ισούται µε

µηδέν για ω = ∠zi, µε αποτέλεσµα και το µέτρο |H(ejω)| να γίνεται 0 για τη συχνό-

τητα αυτή. Όµοια, όταν ένας πόλος pl βρίσκεται πάνω στο µοναδιαίο κύκλο, τότε το

µέτρο του αντίστοιχου διανύσµατος Dl θα ισούται µε 0 για ω = ∠pl, µε αποτέλεσµα

το µέτρο |H(ejω)| να γίνεται άπειρο για τη συχνότητα αυτή. Γίνεται λοιπόν φανερό,

ότι η παρουσία ενός µηδενικού κοντά στο µοναδιαίο κύκλο αναγκάζει το µέτρο της

απόκρισης συχνότητας να παίρνει πολύ µικρές τιµές, για τιµές της συχνότητας κοντά

στο συγκεκριµένο σηµείο του µοναδιαίου κύκλου. Κατ’ αναλογία, η παρουσία ενός

πόλου κοντά στο µοναδιαίο κύκλο, αναγκάζει το µέτρο της απόκρισης συχνότητας

να παίρνει πολύ µεγάλες τιµές για τιµές της συχνότητας κοντά στο συγκεκριµένο

σηµείο του µοναδιαίου κύκλου. Εποµένως, οι πόλοι επιφέρουν το αντίθετο αποτέ-

λεσµα από τα µηδενικά. Θέτοντας ένα µηδενικό κοντά σ’ ένα πόλο, αυτό εξουδετε-

ρώνει την επίδραση του πόλου. Το ίδιο συµβαίνει και αν θέσουµε ένα πόλο κοντά

σ’ ένα µηδενικό. Αυτό γίνεται κατανοητό και από την εξίσωση (3.80), όπου φαίνε-

ται ότι για zi = pl οι όροι e
jω–zi και e

jω–pl απλοποιούνται.

Καταλαβαίνουµε λοιπόν ότι η γεωµετρική αναπαράσταση των πόλων και των µηδε-

νικών της συνάρτησης µεταφοράς ενός συστήµατος είναι ουσιώδους σηµασίας για

τον προσδιορισµό της απόκρισης συχνότητας αυτού. Και αντίθετα, εάν µας δίνεται

η επιθυµητή απόκριση συχνότητας, µπορούµε εύκολα να προσδιορίσουµε τη συνάρ-

τηση µεταφοράς του συστήµατος εκείνου που έχει την απόκριση αυτή. Με άλλα

λόγια, µπορούµε να σχεδιάσουµε το κατάλληλο φίλτρο το οποίο παρουσιάζει την

απόκριση συχνότητας που µας ενδιαφέρει. Πριν όµως προχωρήσουµε σε κάποια

παραδείγµατα σχετικά µε τον γεωµετρικό προσδιορισµό της απόκρισης συχνότητας

ενός συστήµατος, θα ήταν καλό να κάνουµε µια σύντοµη αναφορά στα φίλτρα.

Ο όρος φίλτρο (filter) αναφέρεται σε ένα LTI σύστηµα το οποίο χρησιµοποιείται για

την επιλογή διαφόρων συχνοτήτων µεταξύ αυτών που εφαρµόζονται στην είσοδό

του. Οι συχνότητες που θα επιλεγούν καθορίζονται από την απόκριση συχνότητας

H(ejω) του συστήµατος, η οποία µε τη σειρά της εξαρτάται από τις παραµέτρους του

συστήµατος, λ.χ. τους συντελεστές αi, bi της εξίσωσης διαφορών (3.53). Εποµένως,

επιλέγοντας κατάλληλα τους συντελεστές, µπορούµε να σχεδιάσουµε φίλτρα τα

οποία επιτρέπουν τη διέλευση σηµάτων µε συνιστώσες συχνότητας σε ορισµένες
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περιοχές, ενώ εξασθενίζουν τις συνιστώσες συχνότητας σε άλλες περιοχές. Γενικά,

ένα LTI σύστηµα τροποποιεί το φάσµα του σήµατος X(ejω) σύµφωνα µε την από-

κριση H(ejω) αυτού, δίνοντας στην έξοδο ένα σήµα µε φάσµα Y(ejω) = H(ejω) X(ejω).

Με άλλα λόγια, η H(ejω) δρα ως συνάρτηση βάρους (weighting function) για τις δια-

φορετικές συνιστώσες της συχνότητας του σήµατος εισόδου. Από αυτή την άποψη,

µπορούµε να πούµε ότι κάθε LTI σύστηµα µπορεί να χαρακτηριστεί ως ένα φίλτρο,

ακόµη και αν αυτό δεν εµποδίζει τη διέλευση σε κάποιες ή σε όλες τις συχνότητες.

Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο οι όροι «LTI σύστηµα» και «φίλτρο» χρησιµο-

ποιούνται ο ένας αντί του άλλου. 

Τα φίλτρα ταξινοµούνται σε βαθυπερατά (lowpass), υψηπερατά (highpass), ζωνοπε-

ρατά (bandpass) και απόρριψης ζώνης (bandstop), ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά

τους στο πεδίο της συχνότητας. Η ιδανική απόκριση µέτρου των φίλτρων αυτών φαί-

νεται στο Σχήµα 3.8. Οι συχνότητες ωc, ω1, ω2 ονοµάζονται συχνότητες αποκοπής

(cutoff frequencies) και ορίζουν τα όρια µεταξύ των συχνοτήτων που επιτρέπεται να

διέλθουν από το σύστηµα και αυτών που απορρίπτονται. Η περιοχή συχνοτήτων στην

οποία επιτρέπεται η διέλευση αποτελεί τη ζώνη διέλευσης (passband), ενώ η περιο-

χή συχνοτήτων στην οποία δεν επιτρέπεται η διέλευση ονοµάζεται ζώνη απόρριψης

ή ζώνη αποκοπής (stopband). Όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.8, τα ιδανικά φίλτρα έχουν

ζώνη διέλευσης σταθερού κέρδους, δηλαδή σταθερής τιµής (συνήθως ίσης µε 1) και

ζώνη αποκοπής µηδενικού κέρδους.

Στην πραγµατικότητα όµως, η µορφή ενός φίλτρου αποκλίνει από τις ιδανικές αυτές

µορφές, όπως για παράδειγµα αυτή του Σχήµατος 3.9 για ένα βαθυπερατό φίλτρο.

Η µετάβαση από τη ζώνη διέλευσης στη ζώνη αποκοπής δεν γίνεται ακαριαία, και

καθορίζει έτσι µια νέα περιοχή συχνοτήτων, τη λεγόµενη ζώνη µετάβασης (transition

band). Η συχνότητα ωp αναφέρεται και ως όριο ζώνης διέλευσης (passband edge),

και η συχνότητα ωs ως όριο ζώνης αποκοπής (stopband edge). Η ζώνη µετάβασης

καθορίζεται µεταξύ των συχνοτήτων ωp και ωs. Επίσης, το κέρδος στις ζώνες διέ-

λευσης και αποκοπής δεν είναι σταθερό, αλλά µεταβάλλεται. Για παράδειγµα, µπο-

ρεί να παρουσιάζεται κάποια κυµάτωση (απόκλιση) γύρω από τις τιµές 1 και 0 αντί-

στοιχα, η οποία συµβολίζεται µε δp και δs για την κάθε περιοχή αντίστοιχα.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.9

Να προσδιοριστεί η απόκριση συχνότητας του συστήµατος διακριτού χρόνου το

οποίο έχει συνάρτηση µεταφοράς H(z) = (z + 0,5)/(z – 0,5) µε |z| > 0,5.

Λύση

Για να βρούµε την απόκριση συχνότητας του συστήµατος, πρέπει να υπολογίσουµε

τη συνάρτηση µεταφοράς για όλες τις τιµές |z| = 1 ή z = ejω. Έτσι, µε βάση την ανά-

λυση που προηγήθηκε έχουµε:

όπου V = C/D και Θ = α – β. Γραφικά, οι υπολογισµοί αυτοί αρχίζουν µε την τοπο-

θέτηση στο µιγαδικό επίπεδο–z του πόλου στο σηµείο z = 0,5 (σύµβολο ××) και του

µηδενικού στο σηµείο z = – 0,5 (σύµβολο ••), όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.10α. Στη

συνέχεια, για κάθε γωνία ω υπολογίζουµε το µέτρο V και την φάση Θ. Το µέτρο και

η φάση της απόκρισης συχνότητας του συγκεκριµένου συστήµατος δείχνονται στο

Σχήµα 3.10ε και 3.10στ αντίστοιχα.
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Οι υπολογισµοί αυτοί επιβεβαιώνονται εύκολα µε τη βοήθεια των σχηµάτων

3.10β–3.10δ. Έτσι, για γωνία ίση µε 0 (Σχήµα 3.10β) C = 1,5, D = 0,5, α = β = 0 και,

κατά συνέπεια, V = 3 και Θ = 0. Για γωνία ίση µε π/2 (Σχήµα 3.10γ) C = D, α < β

και άρα V = 1 και Θ < 0. Για γωνία ίση µε π (Σχήµα 3.10δ) C = 0,5, D = 1,5, α = β

= π και άρα V = 1/3 και Θ = 0. Παρατηρούµε ότι πρόκειται για ένα βαθυπερατό φίλ-

τρο. Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι το µέτρο της απόκρισης συχνότητας |H(ejω)|

είναι συµµετρική συνάρτηση γύρω από το σηµείο ω = π, ενώ η φάση είναι αντι–συµ-

µετρική γύρω από το ίδιο σηµείο. Επιπλέον, επιβεβαιώνεται ότι η απόκριση συχνό-

τητας είναι περιοδική. 
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Γεωµετρικός προσ-
διορισµός της από-
κρισης συχνότητας
του Παραδείγµατος

3.9: (α)–(δ) διά-
γραµµα

πόλων–µηδενικών
για διαφορετικές

συχνότητες, (ε)–(στ)
µέτρο και φάση της

απόκρισης

Η κρουστική απόκριση ενός ευσταθούς LTI συστήµατος διακριτού χρόνου δίνεται

από τη σχέση h(n) = αnu(n) µε α = 0,5. Να σχεδιαστεί η απόκριση συχνότητας του

συστήµατος.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.5
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Να σχεδιαστεί ψηφιακό φίλτρο το οποίο να αποκόπτει τη συχνότητα ω0.

Λύση

Τα φίλτρα αυτής της κατηγορίας ονοµάζονται φίλτρα αποκοπής ή απόρριψης συχνό-

τητας (notch filters). Τέτοια φίλτρα είναι συνήθως πολύ χρήσιµα σε όργανα ή συστή-

µατα εγγραφής στα οποία θέλουµε να αποκόψουµε τη συχνότητα των 50 Hz της

γραµµής τροφοδοσίας που παρεισδύει σ’ αυτά.

Για να δηµιουργήσουµε ένα µηδενικό στην απόκριση συχνότητας για µια συγκεκρι-

µένη συχνότητα ω0, απλώς εισάγουµε ένα ζεύγος συζυγών µιγαδικών µηδενικών πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο και σε µία γωνία ω0, δηλαδή z1,2 = 1e ± jω0 (Βλ. Σχήµα 3.11α).

Κατά συνέπεια, η συνάρτηση µεταφοράς του FIR φίλτρου που προκύπτει είναι:

Σχεδιάζοντας την απόκριση συχνότητας του συστήµατος αυτού παρατηρούµε ότι

αυτό µηδενίζει τη συχνότητα ω0, ταυτόχρονα όµως, εξασθενίζει σηµαντικά και τις

συχνότητες γύρω από την ω0. (Στο Σχήµα 3.11α φαίνεται η απόκριση συχνότητας

για ω0 = π/4). Για να µειώσουµε το εύρος των συχνοτήτων που επηρεάζονται, θα

πρέπει να καταφύγουµε σε τεχνικές σχεδιασµού FIR φίλτρων µεγαλύτερης τάξης,

όπως αυτές παρουσιάζονται στο επόµενο κεφάλαιο. Μια διαφορετική προσέγγιση

είναι αυτή της εισαγωγής πόλων στη συνάρτηση του συστήµατος. Έστω, λοιπόν, ότι

τοποθετούµε ένα ζεύγος συζυγών µιγαδικών πόλων στα σηµεία p1,2 = re ± jω0,

0 < r < 1, δηλαδή στην ίδια γωνία (συχνότητα) που βρίσκονται και τα µηδενικά (Βλ.

Σχήµα 3.11β). Το αποτέλεσµα των πόλων είναι η εισαγωγή συντονισµού στην περιο-

χή γύρω από τα µηδενικά και συνεπώς η ελάττωση του εύρους των συχνοτήτων που

επηρεάζονται. Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος γίνεται τώρα:

Η απόκριση συχνότητας του συστήµατος φαίνεται στο Σχήµα 3.11β για ω0 = π/4 και

r = 0,85 ή r = 0,95 και b0 = 1. Συγκρίνοντας αυτή µε την απόκριση του FIR φίλτρου

του Σχήµατος 3.11α, παρατηρούµε ότι το αποτέλεσµα της εισαγωγής των πόλων

ήταν η σηµαντική µείωση του εύρους των συχνοτήτων γύρω από τη συχνότητα ω0.

Τέλος, η σύγκριση της τελευταίας συνάρτησης µεταφοράς µε εκείνη της σχέσης

(3.60) µας οδηγεί στην εύρεση των τιµών των συντελεστών του φίλτρου, δηλαδή a0
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= 1, a1 = –2cosω0, a2 = 1, b1 = –2rcosω0, b2 = r2. Για παράδειγµα, στην περίπτωση

που ω0 = π/4 και r = 0,85 οι συντελεστές αυτοί είναι αντίστοιχα: a0 = 1, a1 = –1,41,

a2 = 1, b1 = –1,2, b2 = 0,72. Συνεπώς, η πραγµατοποίηση του δεύτερης τάξης φίλ-

τρου το οποίο εξετάζουµε, µπορεί να γίνει µε µία από τις άµεσες µορφές τύπου–1 ή

τύπου–2 του Σχήµατος 3.5, µε τιµές συντελεστών αυτές που µόλις υπολογίσαµε.

Eπίπεδο –z Eπίπεδο –z

π
2 Im π

2 Im

ω0 ω00 0π Re Re

1,2

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0

0
0

0

0 π π

π

π

-π

π
2

π
2 π

2

π
2

π
2

π
2

|H
(e

jω
)|

1,2

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0

|H
(e

jω
)|

Θ
(ω

)

-

0

π

-π

π
2

π
2

Θ
(ω

)

-

(α) (β)

r=0,95

r=0,95

r=0,85

r=0,85
™¯‹Ì· 3.11

∆ιάγραµµα πόλων
– µηδενικών και
απόκριση συχνό-
τητας (α) του FIR
και (β) του IIR
φίλτρου του

Παραδείγµατος
3.10.

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 132



™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην αυτή ενότητα ασχοληθήκαµε µε την ανάλυση συστηµάτων βασιζόµενοι στον

M.Z. Είδαµε ότι από τη συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος µπορούµε άµεσα

να εξάγουµε συµπεράσµατα για την αιτιατότητα και την ευστάθεια αυτού. Είδαµε

επίσης ότι από τη συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος µπορούµε εύκολα να

προσδιορίσουµε την αντίστοιχη εξίσωση διαφορών αυτού, όπως και το αντίστρο-

φο. Γνωρίσαµε τις δοµές πραγµατοποίησης των συστηµάτων διακριτού χρόνου και

αναφερθήκαµε στην αναγκαιότητα πραγµατοποίησης δοµών υψηλής τάξης µε δοµή

πρώτης ή / και δεύτερης τάξης σε σειρά ή παράλληλα. Τέλος, µελετήσαµε την από-

κριση συχνότητας των συστηµάτων διακριτού χρόνου και ασχοληθήκαµε µε το γεω-

µετρικό (γραφικό) προσδιορισµό αυτής. Είδαµε ότι η απόκριση συχνότητας προ-

κύπτει από τη συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος, υπολογίζοντας αυτή πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο.

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο Κεφάλαιο αυτό ασχοληθήκαµε µε το M.Z. σηµάτων διακριτού χρόνου, και δια-

πιστώσαµε ότι πρόκειται για ένα ισχυρό µαθηµατικό εργαλείο στη µελέτη διακρι-

τών σηµάτων και συστηµάτων, αντίστοιχο του µετασχηµατισµού Laplace για σήµα-

τα και συστήµατα συνεχούς–χρόνου. Είδαµε ότι:

Η συνέλιξη δύο ακολουθιών ισοδυναµεί µε τον πολλαπλασιασµό των αντίστοιχων

M.Z. τους.

1 3 3™ À ¡ √æ∏ ∫∂º∞§∞π√À

Ποια η έξοδος του συστήµατος , όταν η είσο-

δος είναι x(n) = δ(n)–(1/3)δ(n–1);

  
y n y n y n x n( ) ( ) ( ) ( )= − − − +5

1
1

2
6 6

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.6

Η συνάρτηση µεταφοράς ενός αιτιατού LTI συστήµατος διακριτού χρόνου ισούται

µε H(z) = 1/(1 + 0,5z–1). Εξετάστε αν το σύστηµα είναι ευσταθές και σχεδιάστε τη

δοµή πραγµατοποίησης του συστήµατος καθώς και την απόκριση συχνότητας αυτού.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.7
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Ο καθορισµός της Π.Σ. του M.Z. είναι πάντοτε απαραίτητος.

Η Π.Σ. αιτιατής ακολουθίας εκτείνεται στο εξωτερικό ενός κύκλου ακτίνας ίσης µε

το µέτρο του πλέον αποµακρυσµένου πόλου του M.Z. από την αρχή των αξόνων

του µιγαδικού επιπέδου–z.

Τα LTI συστήµατα, τα οποία περιγράφονται από εξισώσεις διαφορών µε σταθερούς

συντελεστές, έχουν ρητές συναρτήσεις µεταφοράς.

Ο µονόπλευρος M.Z. µας λύνει το πρόβληµα του υπολογισµού της απόκρισης δια-

κριτών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Από τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) ενός συστήµατος διακριτού χρόνου, µπορού-

µε άµεσα να εξάγουµε συµπεράσµατα για την αιτιατότητα και ευστάθεια του

συστήµατος. Επίσης, εύκολα προσδιορίζουµε την εξίσωση διαφορών του συστή-

µατος και τη δοµή πραγµατοποίησης αυτού.

Η απόκριση συχνότητας ενός ευσταθούς συστήµατος προσδιορίζεται από τη συνάρ-

τηση µεταφοράς αυτού για z = ejω, δηλαδή για τις τιµές του z που βρίσκονται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο. Η χρήση του διαγράµµατος πόλων–µηδενικών οδηγεί σε

εύκολο γεωµετρικό (γραφικό) προσδιορισµό της απόκρισης συχνότητας ενός

συστήµατος. 
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Εκτενής αναφορά στο µετασχηµατισµό–z, µε πολλά παραδείγµατα και µε αυστηρή

µαθηµατική θεµελίωση γίνεται στο Κεφάλαιο 10 του βιβλίου. Υπάρχουν επίσης

πολλές ασκήσεις µε τις απαντήσεις τους.

J.P.Proakis, D.G.Manolakis, Digital Signal Processing: Principles, Algorithms and

Applications, Third Edition, Prentice Hall, 1996.

Το Κεφάλαιο 3 του βιβλίου αναφέρεται στο M.Z. Εξαιρετική παρουσίαση µε πολλά

παραδείγµατα και ασκήσεις.
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absolutely summable αθροίσιµος κατ’ απόλυτη τιµή

bandpass filter ζωνοδιαβατό ή ζωνοπερατό φίλτρο

bandstop filter φίλτρο απόρριψης ζώνης

bilateral transform αµφίπλευρος µετασχηµατισµός

cascade realisation πραγµατοποίηση σε σειρά

cutoff frequency συχνότητα αποκοπής

difference equation εξίσωση διαφορών

feedback ανάδραση, ανατροφοδότηση

frequency response απόκριση συχνότητας

highpass filter υψηπερατό φίλτρο

left–sided αριστερόπλευρος

long division συνεχής διαίρεση

lowpass filter βαθυπερατό φίλτρο

magnitude response απόκριση µέτρου

notch filter φίλτρo αποκοπής (απόρριψης) συχνότητας

passband ζώνη διέλευσης

phase response απόκριση φάσης

recursive επαναληπτικός, αναδροµικός

right–sided δεξιόπλευρος

ring δακτύλιος

ROC Π.Σ., περιοχή σύγκλισης

stopband ζώνη απόρριψης ή αποκοπής

system function συνάρτηση συστήµατος

transfer function συνάρτηση µεταφοράς

transition band ζώνη µετάβασης

two–sided αµφίπλευρος

unilateral transform µονόπλευρος µετασχηµατισµός

unit circle µοναδιαίος κύκλος

unit delay µοναδιαία καθυστέρηση

z–plane επίπεδο–z

1 3 7∞ ¶√¢√™∏ ∞°°§π∫ø¡ √ƒø¡ ™∆∏¡ ∂§§∏¡π∫∏
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™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε τα χαρακτηριστικά και τις ιδιότητες των ψηφια-

κών φίλτρων πεπερασµένης κρουστικής απόκρισης (Finite Impulse Response – FIR).

Επίσης, θα γνωρίσουµε τις δύο πιο σηµαντικές µεθόδους σχεδίασής τους και θα ανα-

λύσουµε εκτενώς τη µέθοδο των παραθύρων. Τα FIR φίλτρα χρησιµοποιούνται ευρύ-

τατα στην ψηφιακή επεξεργασία σήµατος λόγω δύο πολύ σηµαντικών ιδιοτήτων που

παρουσιάζουν, και τις οποίες επίσης θα εξετάσουµε εδώ: τη γραµµική απόκριση

φάσης και την ευστάθεια. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Σχεδιάζετε τη γενική δοµή ενός FIR ψηφιακού φίλτρου

• Γνωρίζετε τα πλεονεκτήµατά τους, για τα οποία άλλωστε και τα χρησιµοποιούµε

• Καθορίζετε τις προδιαγραφές ενός FIR φίλτρου

• Υπολογίζετε το µέτρο της απόκρισης συχνότητας ενός FIR φίλτρου

• Κατανοείτε το ρόλο της γραµµικής απόκρισης φάσης στη διατήρηση της µορφής

του σήµατος

• Υπολογίζετε την απόκριση φάσης στα φίλτρα αυτά

• Σχεδιάζετε ένα FIR φίλτρο µε τη µέθοδο των παραθύρων

• Εξηγείτε τι είναι βέλτιστο φίλτρο και σε τι πλεονεκτεί η µέθοδος σχεδίασης βέλτι-

στων FIR φίλτρων σε σχέση µε εκείνη των παραθύρων

• Επιλέγετε την απαιτούµενη ακρίβεια των συντελεστών του FIR φίλτρου για να επι-

τευχθούν τα επιθυµητά χαρακτηριστικά

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Πεπερασµένη κρουστική απόκριση

• Συµµετρική κρουστική απόκριση

4∫ ∂ º∞§∞π√
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• Γραµµική απόκριση φάσης

• Ευστάθεια των FIR φίλτρων

• Μέθοδος σχεδίασης µε παράθυρα

• Συνάρτηση παραθύρου

• Φάσµα παραθύρου

• Φαινόµενο Gibbs

• Βέλτιστο φίλτρο

• Υλοποίηση γραµµικής απόκρισης φάσης

• Κβάντιση των συντελεστών

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Τα γραµµικά ψηφιακά φίλτρα που θα εξετάσουµε στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουν

πεπερασµένης χρονικής διάρκειας απόκριση σε είσοδο µοναδιαίας κρούσης. Στη διε-

θνή βιβλιογραφία τα συναντούµε ως Finite Impulse Response ή FIR φίλτρα. Αποτε-

λούν ουσιαστικά µερική περίπτωση των φίλτρων άπειρης κρουστικής απόκρισης (IIR).

Από τα γραµµικά ψηφιακά φίλτρα, προτιµούνται συνήθως τα FIR έναντι των IIR,

λόγω της ευστάθειας στη λειτουργία τους και της γραµµικής απόκρισης που παρου-

σιάζουν στη φάση. Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε τα είδη και τα χαρακτηριστικά

των FIR φίλτρων και θα µελετήσουµε τη µέθοδο σχεδίασης τους µε τα παράθυρα.

Τέλος, θα περιγράψουµε δοµές υλοποίησης των FIR φίλτρων, καθώς και τα προ-

βλήµατα που προκύπτουν κατά την υλοποίηση αυτή. Απαραίτητο γνωστικό υπόβα-

θρο αποτελεί η ύλη του προηγούµενου κεφαλαίου.

Το κεφάλαιο αυτό περιλαµβάνει τις ακόλουθες ενότητες:

4.1 Χαρακτηριστικά των FIR φίλτρων

4.2 Τύποι και προδιαγραφές των FIR φίλτρων

4.3 Μέθοδοι σχεδίασης των FIR φίλτρων

4.4 Θέµατα υλοποίησης FIR φίλτρων
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4.1 Ã·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Η γενική δοµή των FIR φίλτρων έχει όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.1. Αποτελείται από

µία γραµµή καθυστέρησης (delay line), όπου ολισθαίνουν τα δείγµατα του σήµατος

εισόδου x(n), και από τους πολλαπλασιαστές h(m). Τα αποτελέσµατα των πολλαπλα-

σιασµών προστίθενται για να δώσουν την τελική έξοδο του φίλτρου y(n). Είναι προ-

φανές ότι η έξοδος y(n) είναι ο γραµµικός συνδυασµός των δειγµάτων εισόδου x(n):

(4.1)

Αν το σήµα εισόδου στο FIR φίλτρο είναι η µοναδιαία κρούση δ(n), τότε η έξοδός

του (κρουστική απόκριση του φίλτρου ή Impulse Response) θα είναι διαδοχικά ίση

µε κάθε έναν από τους συντελεστές h(m). Έτσι, έχουµε πεπερασµένη σε χρονική

διάρκεια κρουστική απόκριση h(m) για τα FIR φίλτρα (Finite Impulse Response). Η

εξίσωση διαφορών (4.1) αποτελεί τη σχέση εισόδου–εξόδου του FIR φίλτρου. Επί-

σης ξέρουµε ότι για τη συνάρτηση µεταφοράς ισχύει, 

(4.2)

Ο βαθµός N του φίλτρου χαρακτηρίζεται από το πλήθος των όρων της κρουστικής

απόκρισης (πλήθος συντελεστών h(m)).

  
H z h n H z h m z m

m

N

( ) ( ) ( ) ( )↔ ⇔ = −

=

−

∑ 
0

1

  
y n h m x n m

m

N

( ) ( ) ( )= −
=

−

∑
0

1
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δ(n)

n

x(n)

h(n)

y(n)

x(n-1) x(n-2) x(n-N+2) x(n-N+1)
z-1 z-1 z-1

h(0) h(1) h(2) h(N-2) h(N-1)

+ n

Γραµµή καθυστέρησης

™¯‹Ì· 4.1

∆οµή FIR ψηφια-
κού φίλτρου. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.1

Για το FIR φίλτρο του Σχήµατος 4.2 να γραφεί η εξίσωση εισόδου–εξόδου και η

συνάρτηση µεταφοράς. Επίσης, να σχεδιαστεί η κρουστική απόκριση του φίλτρου.
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Λύση

Το φίλτρο του Σχήµατος 4.2 είναι FIR, διότι η κρουστική του απόκριση είναι πεπε-

ρασµένης χρονικής διάρκειας (τρεις όροι). Κάθε όρος της κρουστικής απόκρισης

είναι ίσος µε 1/3, όσο δηλαδή ο αντίστοιχος συντελεστής του φίλτρου. Η εξίσωση

εισόδου–εξόδου (εξίσωση διαφορών) είναι η ακόλουθη:

Η σχέση αυτή δείχνει ότι το φίλτρο του Σχήµατος 4.2 είναι ένα ψηφιακό σύστηµα

µέσης τιµής (averager). Με τη βοήθεια της σχέσης (4.2) η συνάρτηση µεταφοράς

έχει ως εξής:

  
H z z z( ) ( ) = + +− −1

3
1 1 2

  
y n x n x n x n( ) [ ( ) ( ) ( )]= + − + −1

3
1 2

δ(n)

h(n)

n

n

x(n)

y(n)

x(n-1) x(n-2)

+

z-1 z-1

1/3 1/3 1/3

1/3

™¯‹Ì· 4.2

Ψηφιακό φίλτρο
µέσης τιµής µε
τρεις όρους.

Να σχεδιαστεί ένας απλός ψηφιακός διαφοριστής (digital differentiator). Να γρα-

φεί η σχέση εισόδου–εξόδου, η συνάρτηση µεταφοράς και να σχεδιαστεί η δοµή

του φίλτρου. Επίσης να σχεδιαστεί η κρουστική του απόκριση. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.1

Ο απλούστερος ψηφιακός διαφοριστής θα έχει έξοδο y(n) τη διαφορά δύο διαδοχι-

κών δειγµάτων της εισόδου x(n). Έτσι η σχέση εισόδου–εξόδου του φίλτρου θα είναι

Η συνάρτηση µεταφοράς µπορεί να υπολογιστεί αν λάβουµε το µετασχηµατισµό–z

και των δύο µερών της προηγούµενης σχέσης: 

  y n x n x n( ) ( ) ( )= − −1
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Η δοµή του φίλτρου είναι πολύ απλή και έχει ως εξής:

  

Y z X z z X z

H z
Y z
X z

z

( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

= − ⇒

= = −

−

−

1

11

1 4 34 . 1  Ã ∞ ƒ∞ ∫ ∆ ∏ ƒ π ™ ∆ π ∫ ∞  ∆ ø ¡  F I R  º π § ∆ ƒ ø ¡

Όταν η είσοδος είναι η µοναδιαία κρούση, η έξοδος του φίλτρου (κρουστική από-

κριση) θα ισούται µε τους συντελεστές της αρχικής σχέσης εισόδου–εξόδου, δηλα-

δή µε 1 και –1. Η µορφή της κρουστικής απόκρισης έχει ως εξής:

x(n) x(n-1)z-1

1 –1

y(n)+

1

-1

TS n

4.1.1 °Ú·ÌÌÈÎ‹ ·fiÎÚÈÛË Ê¿ÛË˜

Ένα φίλτρο έχει γραµµική απόκριση φάσης (linear phase response) όταν η διαφορά

φάσης θ(ω) µεταξύ εισόδου και εξόδου για σήµα γωνιακής συχνότητας ω, δίνεται ως:

ή   (4.3)

Όπου α και b σταθερές που εξαρτώνται από τα χαρακτηριστικά του φίλτρου. Όταν οι

αρµονικές συνιστώσες ενός σήµατος, διέλθουν από σύστηµα που έχει γραµµική από-

κριση φάσης σύµφωνα µε την (4.3), υπόκεινται όλες στην ίδια χρονική καθυστέρη-

ση ίση µε α sec, µε αποτέλεσµα να µην καταστρέφεται η µορφή του σήµατος. Αυτό

γίνεται φανερό αν σκεφτούµε ότι cos(ωt + θ) = cos(ωt–αω) = cos[ω(t–α)]. Στο Σχήµα

4.3α φαίνονται οι δύο αρµονικές συνιστώσες από τις οποίες αποτελείται ένα σήµα,

που έχουν µηδενική διαφορά φάσης για t = 0, καθώς και η µορφή του σήµατος. Το

σήµα που φαίνεται στο Σχήµα 4.3β αποτελείται από τις ίδιες συνιστώσες, που έχουν

όµως υποστεί διαφορετική χρονική καθυστέρηση η µία ως προς την άλλη, έτσι ώστε

να έχουν διαφορά φάσης για t = 0 ίση µε π. Το αποτέλεσµα είναι ότι η µορφή του

  θ ω ω( ) = −b a  θ ω ω( ) = −a
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Για να έχει ένα FIR φίλτρο την ιδιότητα της γραµµικής απόκρισης φάσης, θα πρέ-

πει να παρουσιάζει κάποιας µορφής συµµετρία στην κρουστική απόκριση h(n). Έτσι,

έστω ένα FIR φίλτρο µε N όρους στην κρουστική απόκριση h(n) (n = 0,…,N–1),

όπου το Ν είναι περιττός αριθµός και οι όροι h(n) παρουσιάζουν τη συµµετρία:

(4.4)

Τότε, το φίλτρο αυτό έχει γραµµική απόκριση φάσης. Ας πάρουµε, για παράδειγµα, την

απόκριση συχνότητας του φίλτρου για N = 5. Θέτουµε στην (4.2) και έχουµε 

(4.5)
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™¯‹Ì· 4.3 

∆ύο αρµονικές
που δίνουν διαφο-
ρετική µορφή για
το σύνθετο σήµα
ανάλογα µε τη

µεταξύ τους αρχι-
κή διαφορά

φάσης. α) Αρχική
διαφορά φάσης 0.
β) Αρχική διαφο-

ρά φάσης π. 

σήµατος έχει αλλάξει ριζικά. Παρ’ ότι το ανθρώπινο σύστηµα ακοής δεν είναι ευαί-

σθητο στις φασικές µετατοπίσεις των αρµονικών ενός σήµατος, µία τέτοια αλλαγή

θα µπορούσε να έχει καταστρεπτικά αποτελέσµατα σε περιπτώσεις που ενδιαφέρει η

µορφή του σήµατος (τηλεπικοινωνίες, καρδιογράφηµα, εικόνες κτλ.).
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Το µέτρο της H(ejω) είναι η πραγµατική ποσότητα µέσα στην αγκύλη. Η φάση της

ισούται µε τη φάση που δηµιουργεί ο όρος e–j2ω. Ο υπολογισµός της δίνει

θ(ω) = –2ω. Στη γενική περίπτωση φίλτρων µήκους Ν θα είναι .

Eποµένως ο συντελεστής αναλογίας της σχέσης (4.3) ισούται µε (Ν–1)/2. Συµπερα-

σµατικά, ένα FIR φίλτρο µε συµµετρική κρουστική απόκριση και περιττό πλήθος

όρων έχει γραµµική φάση, και όπως είδαµε αυτό έχει ως συνέπεια τη χρονική καθυ-

στέρηση όλων των αρµονικών του σήµατος κατά δείγµατα. 

Υπάρχουν τέσσερις διαφορετικοί τύποι FIR φίλτρων γραµµικής φάσης, ανάλογα µε

το αν το πλήθος N των συντελεστών της h(n) είναι άρτιο ή περιττό και αν η h(n) είναι

συµµετρική ή αντισυµµετρική. Σε όλες τις περιπτώσεις ο υπολογισµός του µέτρου

και της φάσης της απόκρισης συχνότητας H(ejω) γίνεται όπως στο προηγούµενο

παράδειγµα, και αποδεικνύεται ότι η φάση είναι γραµµική.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.2

Να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας (µέτρο και φάση) για το φίλτρο του παρα-

δείγµατος 4.1.

Λύση

Το µέτρο της H(ejω) είναι . Η φάση της υπολογίζεται από τη φάση

που δηµιουργεί ο µιγαδικός e–jω, και η οποία είναι θ(ω)=–ω.
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Να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας (µέτρο και φάση) του φίλτρου που περι-

γράφηκε στην δραστηριότητα 1/ κεφάλαιο 4.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.2
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Η απόκριση συχνότητας H(ejω) υπολογίζεται αν στη σχέση θέσουµε

:

Το µέτρο της H(ejω) είναι: 

,

ενώ η φάση ισούται µε π/2που εισάγει η µιγαδική µονάδα και –ω/2 από τον εκθετι-

κό όρο:

4.1.2 ∂˘ÛÙ¿ıÂÈ· ÙˆÓ Ê›ÏÙÚˆÓ – ¶fiÏÔÈ Î·È ÌË‰ÂÓÈÎ¿

Στα FIR φίλτρα η έξοδος εξαρτάται µόνο από τις τιµές της εισόδου x(n–k) µε 

k = 0 ,..., N–1. Καµία καθυστερηµένη τιµή της εξόδου y(n–k) δεν συµµετέχει στον

υπολογισµό της. Έτσι η κρουστική απόκριση είναι πεπερασµένη και η συνάρτηση

µεταφοράς του φίλτρου H(z) που δίνεται από την (4.2) δεν έχει παρονοµαστή, επο-

µένως δεν έχει πόλους που δηµιουργούν αστάθεια. Όλα αυτά έχουν ως αποτέλεσµα

την ευστάθεια του φίλτρου, που σηµαίνει ότι για οποιοδήποτε πεπερασµένο σε πλά-

τος σήµα εισόδου, η έξοδος είναι επίσης πεπερασµένη σε µέγεθος. Η θέση όπου η

H(z) µηδενίζεται (µηδενικά) µπορεί να καθοριστεί, έτσι ώστε να επιτυγχάνεται από

το φίλτρο πολύ καλή απόρριψη κάποιων από τις αρµονικές συνιστώσες του σήµα-

τος.

 
θ ω π ω

( ) = −
2 2

  
| ( ) | sinH e jω ω= 2

2

  
H e e e e e jej j

j j j j
( ) [ ] [ sin ]ω ω

ω ω ω ω ω= − = − =− − − −
1 2

2
2 2 2 2

 z e j= ω
  H z z( ) = − −1 1

Σε ένα FIR φίλτρο η κρουστική απόκριση έχει τους πέντε όρους της ίσους µε 0,2.

Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς και ποιες ψευδείς και γιατί; 

α. Το φίλτρο χρειάζεται τέσσερις µονάδες καθυστέρησης για την υλοποίησή του. 

β. Οι συντελεστές του φίλτρου είναι 6.

γ. Κάθε συντελεστής έχει τιµή 0,3.

δ. Η καθυστέρηση φάσης που δηµιουργεί το φίλτρο είναι 2ω.

ε. Για συχνότητα δειγµατοληψίας 44,1 kHz η χρονική καθυστέρηση που δηµιουρ-

γείται σε κάθε αρµονική του σήµατος είναι 2Τs = 50,5 µsec.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.1
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Τα FIR φίλτρα παρουσιάζουν ιδιαίτερα χαρακτηριστικά, τα οποία είναι απαραίτητα

στις περισσότερες περιπτώσεις ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος. Το πρώτο από αυτά,

η ευστάθεια, οφείλεται στο γεγονός ότι η έξοδος y(n) στα FIR φίλτρα υπολογίζεται

µόνο από τιµές της εισόδου x(n), εποµένως τα φίλτρα δεν έχουν κλάδο ανατροφοδό-

τησης. Το άλλο χαρακτηριστικό, η γραµµική απόκριση φάσης, λαµβάνεται όταν η

κρουστική απόκριση του φίλτρου είναι συµµετρική. 

4.2 ∆‡ÔÈ Î·È ÚÔ‰È·ÁÚ·Ê¤˜ ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Ο τρόπος µε τον οποίο κυρίως καθορίζεται αλλά και χρησιµοποιείται ένα ψηφιακό

φίλτρο είναι η συµπεριφορά του στη συχνότητα. Η συµπεριφορά αυτή περιγράφε-

ται από την απόκριση στη συχνότητα του φίλτρου, τόσο σε ό,τι έχει σχέση µε την

επίδρασή του στο πλάτος των διαφόρων αρµονικών του σήµατος (απόκριση πλά-

τους), όσο και στο τρόπο µε τον οποίο επηρεάζει τη φασική σχέση των αρµονικών

(απόκριση φάσης). ∆εδοµένου ότι η απόκριση στη συχνότητα των ψηφιακών συστη-

µάτων είναι περιοδική, αρκεί να καθοριστεί η συµπεριφορά του ψηφιακού φίλτρου

στην περιοχή από 0 ως π. 

Η απόκριση φάσης στα FIR φίλτρα µπορεί να είναι γραµµική αν η κρουστική από-

κριση h(n) είναι συµµετρική ή αντισυµµετρική. Στην απόκριση µέτρου του φίλτρου

ενδιαφέρον παρουσιάζουν τόσο οι αποκλίσεις από την επιθυµητή απόκριση στις

ζώνες διέλευσης και αποκοπής, όσο και οι συχνότητες που καθορίζουν τα όρια των

ζωνών αυτών. Όλα αυτά τα χαρακτηριστικά περιγράφτηκαν στο κεφάλαιο 3, παρά-

γραφος 3.4.5 και ιδιαίτερα στο Σχήµα 3.9. Στο Σχήµα αυτό µπορούµε να διακρίνουµε

τις επόµενες παραµέτρους:

δp είναι η απόκλιση (από τη µονάδα) στη ζώνη διέλευσης

δs είναι η απόκλιση (από το µηδέν) στη ζώνη αποκοπής

ωp είναι το όριο της ζώνης διέλευσης

ωs είναι το όριο της ζώνης αποκοπής

2π είναι η κυκλική συχνότητα δειγµατοληψίας

Το εύρος της ζώνης µετάβασης είναι . Συνήθως τα ωp και ωs ορίζο-

νται ως κλάσµατα του π, ενώ οι αποκλίσεις δp και δs ορίζονται σε dB µέσω των ποσο-

τήτων 20 log(1 + δp) και 20 log(δs), αντίστοιχα. Επιπλέον, ως χαρακτηριστικό σχε-

δίασης µπορεί να θεωρηθεί το µέγιστο αποδεκτό πλήθος N των συντελεστών h(n)

του φίλτρου. Οι προηγούµενες προδιαγραφές αφορούν την πραγµατική συµπεριφο-

 ∆ω ω ω= −s p

1 4 74 . 2  ∆ À ¶ √ π  ∫ ∞ π  ¶ ƒ √ ¢ π ∞ ° ƒ∞ º ∂ ™  ∆ ø ¡  F I R  º π § ∆ ƒ ø ¡
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ρά ενός FIR φίλτρου. Όταν τα µεγέθη δs, δp και ∆ω τείνουν στο µηδέν, το απαιτού-

µενο πλήθος Ν των συντελεστών τείνει στο άπειρο και η απόκριση του φίλτρου προ-

σεγγίζει την ιδανική απόκριση (Βλέπε Σχήµα 3.8).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.3

Οι προδιαγραφές FIR φίλτρου είναι 0,01 dB κυµάτωση (απόκλιση) στη ζώνη διέ-

λευσης, –60 dBs στη ζώνη αποκοπής, ωs = 0,4π και ζώνη µετάβασης ίση µε 0,2π. Να

εξηγήσετε τι ακριβώς σηµαίνει καθεµιά από τις προδιαγραφές αυτές. 

Λύση

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, θα πρέπει από το φίλτρο να διέρχονται όλες οι συχνό-

τητες µέχρι το 0,4π, και να αποκόπτονται όλες οι συχνότητες πάνω από τα 0,6π. Η

ζώνη µετάβασης βρίσκεται από το 0,4π µέχρι το 0,6π. Στη ζώνη διέλευσης η από-

κλιση από τη µονάδα είναι δp και προσδιορίζεται από τη σχέση:

20 log(1 + δp) = 0,01⇒ δp = 0,001

Στη ζώνη αποκοπής ισχύει 20 log(δs) = –60⇒δs = 1/1000. Αυτό σηµαίνει ότι µόνο το ένα

χιλιοστό από το πλάτος των συχνοτήτων στην περιοχή αυτή διέρχεται από το φίλτρο.

Να σχεδιαστεί η απόκριση µέτρου στη συχνότητα ιδανικού υψηπερατού φίλτρου

µε ζώνη διέλευσης το 1/Ν της συχνότητας Nyquist. Η τιµή του Ν είναι δική σας

επιλογή. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.3

Η συχνότητα Nyquist είναι ίση µε π (µισό της συχνότητας δειγµατοληψίας). Έτσι, η

ζώνη διέλευσης του υψηπερατού φίλτρου θα έχει εύρος π/Ν. Αν επιλέξουµε Ν = 10,

τότε η απόκριση µέτρου του φίλτρου στη συχνότητα έχει όπως φαίνεται στο επόµε-

νο Σχήµα.

|H(ejω)|

1

0 π 2π9π/10
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Οι τύποι των ψηφιακών φίλτρων που µπορούν να σχεδιαστούν ως FIR φίλτρα ποι-

κίλλουν και µπορούν να έχουν όλες τις µορφές όπως βαθυπερατά, ζωνοδιαβατά και

υψηπερατά. Επίσης οι προδιαγραφές τους µπορεί να είναι πολύ αυστηρές τόσο στη

ζώνη διέλευσης των συχνοτήτων, όσο και στη ζώνη αποκοπής. 

4.3 M¤ıÔ‰ÔÈ Û¯Â‰›·ÛË˜ ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Η διαδικασία για τη σχεδίαση FIR φίλτρων περιλαµβάνει τον καθορισµό των προ-

διαγραφών του φίλτρου, τον υπολογισµό των συντελεστών του φίλτρου µε µία από

τις διαθέσιµες µεθόδους, τον καθορισµό της δοµής υλοποίησης, την ανάλυση σφαλ-

µάτων λόγω του πεπερασµένου µήκους των συντελεστών καθώς και την επιλογή για

υλοποίηση µε λογισµικό ή υλικό.

Σηµαντικό βήµα στη διαδικασία σχεδίασης των FIR φίλτρων είναι να υπολογιστούν

οι συντελεστές h(n), ώστε το φίλτρο να πληροί τις επιθυµητές προδιαγραφές µέτρου

και φάσης στη συχνότητα. Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούνται ευρύτατα είναι κυρίως

οι επόµενες τρεις. Η µέθοδος των παραθύρων (windows method), η µέθοδος σχε-

δίασης βέλτιστων φίλτρων (optimal method) και η µέθοδος της δειγµατοληψίας στη

συχνότητα (frequency sampling method). Εδώ θα παρουσιάσουµε τη µέθοδο των

παραθύρων που είναι απλή. Η µέθοδος σχεδίασης βέλτιστων φίλτρων δίνει την καλύ-

τερη δυνατή απόκριση συχνότητας για συγκεκριµένο πλήθος συντελεστών. Όλες οι

µέθοδοι µπορούν να δώσουν FIR φίλτρα γραµµικής φάσης.

4.3.1 ª¤ıÔ‰Ô˜ ÙˆÓ ·Ú·ı‡ÚˆÓ

Η µέθοδος των παραθύρων αποτελεί µια σχετικά απλή διαδικασία σχεδίασης FIR

φίλτρων. Οι συντελεστές hD(n) του ιδανικού φίλτρου υπολογίζονται από τον αντί-

στροφο µετασχηµατισµό Fourier της απόκρισης συχνότητας HD(ejω):

1 4 94 . 3  M ∂£√¢√π ™Ã∂¢π∞™∏™ FIR ºπ§∆ƒø¡

Στην επόµενη πρόταση να επιλέξετε τη σωστή απάντηση.

1. Σε ένα ζωνοδιαβατό FIR φίλτρο η ανώτερη συχνότητα αποκοπής είναι: 

– Μεγαλύτερη από π

– Μικρότερη από π

– Μεγαλύτερη από 2π

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.2
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(4.6)

Το γράµµα D χρησιµοποιείται για να δηλώσει την επιθυµητή (Desired) ή ιδανική

συµπεριφορά. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.4

Να σχεδιαστεί ένα βαθυπερατό φίλτρο µε συχνότητα αποκοπής ωc = π/2 (ηµίσειας

ζώνης ή half–band), του οποίου η ιδανική απόκριση στη συχνότητα δίνεται στο

Σχήµα 4.4α. 

Λύση

Θεωρούµε ότι η συχνότητα δειγµατοληψίας είναι κανονικοποιηµένη στη µονάδα

( ). Από τη σχέση (4.6) οι συντελεστές h(n) υπολογίζονται ως εξής:

(4.7)

Η γραφική παράσταση των συντελεστών δίνεται στο Σχήµα 4.4β, από όπου φαίνε-

ται ότι η κρουστική απόκριση είναι συµµετρική. Εποµένως, το φίλτρο θα έχει γραµ-

µική απόκριση φάσης. Από τη σχέση (4.7) είναι φανερό ότι οι όροι hD(n) φθίνουν

συνεχώς αλλά, δεν µηδενίζονται ποτέ, µε αποτέλεσµα η κρουστική απόκριση να είναι

άπειρη.
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™¯‹Ì· 4.4

(α). Ιδανική απόκριση συχνότη-
τας βαθυπερατού ψηφιακού φίλ-

τρου ηµίσειας ζώνης
(half–band) και (β) η αντίστοιχη
κρουστική απόκριση (κάθε δεύ-

τερος συντελεστής, εκτός 

των κεντρικών, είναι µηδενι-
κός). 
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Η αποκοπή της κρουστικής απόκρισης hD(n) για |n|>M, ώστε αυτή να έχει πεπερα-

σµένο µήκος και να διατηρεί τη συµµετρία της, έχει ως αποτέλεσµα να αλλοιωθεί η

ζητούµενη ιδανική απόκριση στη συχνότητα. Η αλλοίωση αυτή είναι εµφανής στο

Σχήµα 4.5 όπου δείχνονται οι αποκρίσεις στη συχνότητα για κρουστική απόκριση

µε 13 (Σχήµα 4.5α), 25 (Σχήµα 4.5β) και άπειρους όρους (Σχήµα 4.5γ). Η αντίστοι-

χη απόκριση συχνότητας H(ejω), εµφανίζει κυµάτωση σε όλη την έκταση της ζώνης

διέλευσης και της ζώνης αποκοπής, ενώ παρουσιάζει διαπλάτυνση της ζώνης µετά-

βασης. Η εµφάνιση της κυµάτωσης είναι γνωστή ως φαινόµενο Gibbs, και λαµβά-

νει τη µέγιστη τιµή της κοντά στις ασυνέχειες της H(ejω), στην περιοχή της ζώνης

µετάβασης. Η µέγιστη αυτή τιµή κυµαίνεται περίπου στο 9% του ύψους της ασυνέ-

χειας και παραµένει σταθερή ανεξάρτητα από το µήκος 2M + 1 της κρουστικής από-

κρισης. Για τη ζώνη της αποκοπής η τιµή του 9% αντιστοιχεί σε 21 περίπου dBs εξα-

σθένιση, τιµή που δεν είναι αποδεκτή για πρακτικές εφαρµογές. Έτσι, για ικανοποι-

ητική προσέγγιση των ιδανικών µορφών των διάφoρων φίλτρων, δεν συνιστάται ο

απευθείας περιορισµός του µήκους της κρουστικής απόκρισης h(n).

1 5 14 . 3  M ∂£√¢√π ™Ã∂¢π∞™∏™ FIR ºπ§∆ƒø¡

|H1(e
jω)|

|H2(e
jω)|

|H3(e
jω)|

-ωc

-ωc

-ωc ωc ω

ωc ω

ωc ω

(α)

(β)

(γ)

0

™¯‹Ì· 4.5

Απόκριση συχνό-
τητας βαθυπερα-
τού φίλτρου µε (α)
13, (β) 25 και (γ)
άπειρους όρους
στην κρουστική
απόκριση.
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Ένας δόκιµος τρόπος, για να πετύχουµε ικανοποιητική προσέγγιση στην απόκριση

συχνότητας ενός FIR φίλτρου, είναι να χρησιµοποιηθεί µια πεπερασµένη ακολου-

θία συντελεστών w(n), που καλείται παράθυρο, για να τροποποιήσει τους συντελε-

στές hD(n) της εξίσωσης (4.7). Η νέα κρουστική απόκριση h(n) προκύπτει ως το γινό-

µενο hD(n)w(n). Με τον τρόπο που περιγράφεται στο Σχήµα 4.6 ελέγχονται τα προ-

βλήµατα σύγκλισης (φαινόµενο Gibbs) του µετασχηµατισµού Fourier στα σηµεία

ασυνέχειας της H(ejω). Στο Σχήµα 4.6α απεικονίζεται η επιθυµητή απόκριση HD(ejω)

του ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου ηµίσειας ζώνης (half–band). Ακριβώς δίπλα δίνε-

ται η απεριόριστη στο χρόνο κρουστική απόκριση hD(n). Στο επόµενο Σχήµα 4.6β

δίνεται η απόκριση Ht(e
jω), όπως προκύπτει από την αποκοπή της hD(n) για M=8.

Εδώ εµφανίζεται καθαρά το φαινόµενο Gibbs. Ακολούθως, στο Σχήµα 4.6γ. δίνεται

το παράθυρο w(n), το οποίο είναι µη µηδενικό στο διάστηµα και µηδέν

για |n| > 8. Στο αριστερό µέρος δίνεται το φάσµα του παραθύρου W(ejω). Στο Σχήµα

4.6δ δίνεται η τελική κρουστική απόκριση h(n) η οποία προκύπτει από το γινόµενο

ht(n)w(n), από πολλαπλασιασµό δηλαδή σηµείο προς σηµείο των δύο χρονικών ακο-

λουθιών. Η αντίστοιχη τελική απόκριση H(ejω) προκύπτει φυσικά από τη συνέλιξη

της Ht(e
jω) µε την W(ejω). Στο Σχήµα αυτό έχει µειωθεί αισθητά το φαινόµενο Gibbs,

αλλά έχει αυξηθεί η ζώνη µετάβασης του φίλτρου. H τελική κρουστική απόκριση

h(n) πρέπει να ολισθήσει στο χρόνο για να γίνει αιτιατή (causal), και εποµένως φυσι-

κώς πραγµατοποιήσιµη (η h(n) ευρίσκεται όλη στα θετικά n). Η χρονική αυτή ολί-

σθηση πρακτικά αντιστοιχεί στην προσθήκη της γραµµικής απόκρισης φάσης που

εισάγουν τα FIR φίλτρα. Αυτό γίνεται ξεκάθαρο από τη σχέση (4.5), όπου ο κοινός

παράγοντας που δηµιουργεί τη γραµµική απόκριση φάσης έχει προκύψει ακριβώς

διότι η κρουστική απόκριση του φίλτρου έχει γίνει αιτιατή.

Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ ότι η αύξηση του πλήθους των συντελεστών που προ-

κύπτει όταν το µήκος του παραθύρου είναι µεγαλύτερο, έχει ως αποτέλεσµα να γίνει

στενότερη η ζώνη µετάβασης, δηλαδή το φίλτρο πιο απότοµο. Από την άλλη, το

είδος του χρησιµοποιούµενου παραθύρου θα επηρεάσει την κυµάτωση στις ζώνες

διέλευσης και αποκοπής.

  − ≤ ≤8 8n

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 152



1 5 34 . 3  M ∂£√¢√π ™Ã∂¢π∞™∏™ FIR ºπ§∆ƒø¡
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Γραφική παράστα-
ση του τρόπου
εφαρµογής των
παραθύρων στη
σχεδίαση FIR 
φίλτρων. 

Με τη βοήθεια της εξίσωσης 4.7, να υπολογίσετε τους συντελεστές της κρουστι-

κής απόκρισης ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου µε συχνότητα αποκοπής ωc = π/Ν

(N–th band ή Ν–ζωνικό φίλτρο). Η επιλογή του Ν είναι δική σας.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.4

4.3.2 π‰ÈfiÙËÙÂ˜ Î·È Ù‡ÔÈ ÙˆÓ ·Ú·ı‡ÚˆÓ

Η συνάρτηση W(ejω), που είναι το φάσµα του παραθύρου w(n), αποτελείται από έναν

κύριο λοβό που περιέχει την περισσότερη φασµατική ενέργεια του παραθύρου,

καθώς και από παράπλευρους λοβούς που γενικά ελαττώνονται γρήγορα (Σχήµα

4.6γ). Το εύρος της ζώνης µετάβασης του φίλτρου εξαρτάται από το εύρος του κύρι-

ου λοβού της W(ejω). Στην τελική H(ejω) επιδρούν επίσης οι παράπλευροι λοβοί της

W(ejω), εισάγοντας σ’ αυτή µικρή κυµάτωση σε όλες τις συχνότητες. Το φάσµα µιας
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συνάρτησης παραθύρου πρέπει να έχει στενό κύριο λοβό, ο οποίος να περιέχει όσο

το δυνατόν περισσότερη φασµατική ενέργεια, µε παράπλευρους λοβούς που να φθί-

νουν γρήγορα. Από τις πλέον γνωστές συναρτήσεις παραθύρων είναι οι ακόλουθες: 

Α. Το τετραγωνικό παράθυρο (rectangular). Αντιστοιχεί στην απλή αποκοπή της ακο-

λουθίας hD(n). Η ακολουθία βάρους δίνεται από τη σχέση:

(4.8)

Β. Το γενικευµένο παράθυρο Hamming:

(4.9)

Το παράθυρο αυτό για a = 0,54 δίνει το γνωστό παράθυρο Hamming. Για την τιµή

αυτή του a, ο κεντρικός λοβός της W(ejω) περιέχει το 99,96% της συνολικής φασµα-

τικής ενέργειας, ενώ επιτυγχάνονται –52 dB εξασθένιση στη ζώνη απόρριψης των

φίλτρων που σχεδιάζονται. Η µορφή του παραθύρου w(n) για Ν = 17 είναι αυτή του

Σχήµατος 4.6γ.

Η µέθοδος σχεδίασης των FIR φίλτρων µε τα παράθυρα, παρ’ ότι απλή, δεν αίρει το

βασικό µειονέκτηµα των FIR φίλτρων, να απαιτούν πολλούς συντελεστές και, επο-

µένως, αυξηµένες απαιτήσεις σε υλικό για την υλοποίησή τους. Με κατάλληλη

χρήση του παραθύρου Hamming και άλλων παραθύρων έχει γίνει δυνατή η µείωση

του απαιτούµενου υλικού υλοποίησης των φίλτρων. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.5

Να δειχθεί γραφικά η επίδραση του πλήθους Ν των συντελεστών του παραθύρου

Hamming (και κατά συνέπεια του πλήθους των συντελεστών του φίλτρου) στα χαρα-

κτηριστικά της απόκρισης συχνότητας ενός FIR φίλτρου ηµίσειας ζώνης. 

Λύση

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.7) και (4.9), έχουµε για τους συντελεστές h(n) ενός

FIR φίλτρου ηµίσειας ζώνης µε τη χρήση του παραθύρου Hamming 
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Η σχέση αυτή θα χρησιµοποιηθεί για να σχεδιαστούν δύο FIR φίλτρα, το πρώτο µε

Ν = 17 συντελεστές και το δεύτερο µε Ν = 29. Ο υπολογισµός της απόκρισης συχνό-

τητας για τα δύο φίλτρα, γίνεται όπως ακριβώς και στη σχέση (4.5). Οι γραφικές

παραστάσεις του Σχήµατος 4.7 ελήφθησαν µε τη βοήθεια του MATLAB και µε εφαρ-

µογή της προηγούµενης διαδικασίας. Τα δύο πρώτα Σχήµατα, δείχνουν τους συντε-

λεστές του φίλτρου και την απόκριση συχνότητας για Ν = 17. Τα δύο επόµενα, παρου-

σιάζουν το φίλτρο µε Ν = 29 συντελεστές. Από τη σύγκριση των δύο αποκρίσεων στη

συχνότητα γίνεται φανερό ότι η αύξηση των συντελεστών του παραθύρου οδηγεί σε

πιο µικρή ζώνη µετάβασης (transition band), άρα και πιο απότοµο φίλτρο, όχι όµως

και σε µεγαλύτερη εξασθένιση στη ζώνη αποκοπής. Για να πετύχει κάτι τέτοιο ο σχε-

διαστής πρέπει να αναζητήσει στη βιβλιογραφία διαφορετικού τύπου παράθυρο.

1 5 54 . 3  M ∂£√¢√π ™Ã∂¢π∞™∏™ FIR ºπ§∆ƒø¡
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™¯‹Ì· 4.7

Βαθυπερατό FIR
φίλτρο σχεδιασµέ-
νο µε δέκα εφτά
και εικοσιεννέα
συντελεστές. Στη
δεύτερη περίπτω-
ση το φίλτρο είναι
πιο απότοµο.

Ποιες από τις πιο κάτω προτάσεις, που αφορούν στη σχεδίαση FIR φίλτρων µε τη

µέθοδο των παραθύρων, είναι σωστές και γιατί;

1. Η συνάρτηση του παραθύρου επιδρά απευθείας στο φάσµα του σήµατος. 

2. Το τελικό φίλτρο έχει ευρύτερη ζώνη µετάβασης

3. Το τετραγωνικό παράθυρο που δίνεται από τη σχέση 4.8 έχει σαράντα έναν όρους.

4. Η εξασθένιση στη ζώνη αποκοπής του φίλτρου εξαρτάται από το είδος του χρη-

σιµοποιούµενου παραθύρου και όχι από το πλήθος των όρων του. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.3
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Με τη βοήθεια του παραθύρου Hamming να υπολογιστούν οι συντελεστές του φίλ-

τρου της δραστηριότητας 4 /Κεφάλαιο 4 για να γίνει FIR φίλτρο µε δέκα εφτά όρους.

Με κατάλληλο λογισµικό να σχεδιαστεί η απόκριση µέτρου και φάσης του φίλτρου.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.5

Οι συντελεστές του third band φίλτρου θα βρεθούν αν οι όροι hD(n) της δραστηριότητας
4.4 πολλαπλασιαστούν µε τους όρους wR(n) της σχέσης (4.9) για α = 0,54 και Ν = 17. 

4.3.3 ª¤ıÔ‰Ô˜ Û¯Â‰›·ÛË˜ ‚¤ÏÙÈÛÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Ο όρος βέλτιστο FIR φίλτρο σηµαίνει την επίτευξη των καλύτερων δυνατών προ-
διαγραφών στην απόκριση συχνότητας µε το µικρότερο πλήθος συντελεστών. Η
µέθοδος σχεδίασης βέλτιστων FIR φίλτρων αναπτύχθηκε στις αρχές της δεκαετίας
του ’70, και έχει κωδικοποιηθεί σε πρόγραµµα υπολογιστή µε αποτέλεσµα να είναι
εύκολη η εφαρµογή της. Η µέθοδος παρέχει πλήρη έλεγχο της κυµάτωσης στη ζώνη
διέλευσης και αποκοπής, ενώ τα φίλτρα που προκύπτουν από αυτή είναι πάντα πιο
οικονοµικά σε πλήθος συντελεστών. 

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Η µέθοδος σχεδίασης βέλτιστων FIR φίλτρων είναι η καλύτερη επιλογή, όταν είναι
διαθέσιµο το αντίστοιχο λογισµικό. Η µέθοδος παρέχει πλήρη έλεγχο της κυµάτω-
σης στη ζώνη διέλευσης και αποκοπής, ενώ τα φίλτρα που προκύπτουν από αυτή
είναι πάντα πιο οικονοµικά σε πλήθος συντελεστών. Αντίθετα, η µέθοδος των παρα-
θύρων είναι πολύ απλή και µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν δεν υπάρχει το απα-
ραίτητο λογισµικό για την προηγούµενη µέθοδο. ∆ίνει πάντα την ίδια κυµάτωση
στη ζώνη µετάβασης και τη ζώνη αποκοπής, ενώ δεν παρέχει έλεγχο στα όρια των
ζωνών. Στο Σχήµα 4.8 δίνονται φίλτρα που έχουν σχεδιαστεί ώστε να έχουν τις ίδιες
προδιαγραφές. Η σχεδίαση µε τα παράθυρα δίνει εξήντα ένα συντελεστές, ενώ µε
τη µέθοδο των βέλτιστων φίλτρων σαράντα έξι συντελεστές.
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™¯‹Ì· 4.8

(α) Απόκριση µέτρου FIR
ψηφιακού φίλτρου σχεδιασµένου
µε το παράθυρο Hamming και
εξήντα ένα συντελεστές, (β) Από-
κριση µέτρου βέλτιστου FIR
βαθυπερατού φίλτρου. Το απαι-
τούµενο πλήθος των συντελε-
στών είναι σαράντα έξι.

4.4 £¤Ì·Ù· ˘ÏÔÔ›ËÛË˜ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

4.4.1 ¢ÔÌ¤˜ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË˜ ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Οι δοµές πραγµατοποίησης των FIR φίλτρων είναι στην ουσία σχηµατικά διαγράµ-

µατα για τους διαφορετικούς, αλλά θεωρητικά ισοδύναµους τρόπους που µπορεί να

οργανωθεί η συνάρτηση µεταφοράς H(z). Η πιο διαδεδοµένη δοµή είναι η άµεση ή

transversal. Για τη δοµή αυτή, που παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.9α, η σχέση µεταξύ

των σηµάτων εισόδου–εξόδου του φίλτρου έχει ως εξής:

(4.10)

Σύµφωνα µε την εξίσωση αυτή η άµεση δοµή απαιτεί για την πραγµατοποίησή της:

• Ν–1 θέσεις µνήµης για την αποθήκευση των δειγµάτων x(n).

• Ν θέσεις µνήµης για την αποθήκευση των συντελεστών h(m).

• Ν πολλαπλασιασµούς.

• Ν–1 προσθέσεις.
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™¯‹Ì· 4.9

Οι δύο κυριότερες
δοµές πραγµατο-
ποίησης FIR φίλ-
τρων (α). Άµεση

(Transversal) και
(β) γραµµικής

φάσης.

Τροποποίηση της transversal δοµής αποτελεί η δοµή γραµµικής φάσης. Στη δοµή

αυτή (Σχήµα 4.9β) τα δείγµατα που πρόκειται να πολλαπλασιαστούν µε ίδιους συντε-

λεστές λόγω της συµµετρικής κρουστικής απόκρισης , πρώτα

προστίθενται και µετά πολλαπλασιάζονται. Αποτέλεσµα αυτού είναι να απαιτείται

µόνο ένας πολλαπλασιασµός για κάθε δύο δείγµατα. Η εξίσωση εισόδου–εξόδου

στην περίπτωση αυτή γράφεται ως:

(4.11)
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Η δοµή της γραµµικής φάσης για να υλοποιηθεί απαιτεί τους µισούς πολλαπλασια-

σµούς σε σχέση µε την άµεση, και βρίσκει εφαρµογή στα FIR φίλτρα γραµµικής

φάσης (συµµετρική κρουστική απόκριση). 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.6

Για το FIR φίλτρο ηµίσειας ζώνης του παραδείγµατος 4.5, να υπολογιστούν οι µονά-

δες καθυστέρησης και οι πολλαπλασιαστές που απαιτούνται για την πραγµατοποίη-

σή του µε άµεση δοµή και δοµή γραµµικής φάσης. 

Λύση

Σύµφωνα µε το Σχήµα 4.9α, ένα FIR φίλτρο µε Ν συντελεστές απαιτεί Ν–1 στοιχεία

καθυστέρησης, και Ν πολλαπλασιαστές για την πραγµατοποίησή του µε την άµεση δοµή.

Στην περίπτωσή µας (Ν = 17 συντελεστές) χρειάζονται δέκα έξι µονάδες καθυστέρησης

και δέκα εφτά πολλαπλασιασµοί. Αντίθετα, για την πραγµατοποίηση της δοµής γραµµι-

κής φάσης, χρειάζονται (βλέπε Σχήµα 4.9β) δέκα έξι µονάδες καθυστέρησης, δεκαεπτά

προσθετές και εννέα πολλαπλασιασµοί. Πρέπει να σηµειώσουµε, ότι στο φίλτρο αυτό,

µε βάση την εξίσωση (4.7), αρκετοί συντελεστές είναι µηδέν επειδή το φίλτρο είναι ηµί-

σειας ζώνης. Έτσι, ο αριθµός των πολλαπλασιασµών είναι ακόµη µικρότερος. 

4.4.2 ™Ê¿ÏÌ· ·fi ÙËÓ Î‚¿ÓÙÈÛË ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ

Η υλοποίηση των FIR φίλτρων µε ψηφιακά κυκλώµατα (hardware) συνεπάγεται

πεπερασµένη ακρίβεια αναπαράστασης των συντελεστών του φίλτρου. Ο περιορι-

σµός στην ακρίβεια των συντελεστών έχει ως αποτέλεσµα την απόκλιση των χαρα-

κτηριστικών του φίλτρου από τις αρχικές προδιαγραφές. Ας σηµειωθεί ότι µετά από

τέτοια αλλαγή ένα φίλτρο παύει να είναι βέλτιστο. Το φαινόµενο αναφέρεται στη

διεθνή βιβλιογραφία ως φαινόµενο πεπερασµένου µήκους λέξης (Finite Wordlength

Effect). Στο Σχήµα 4.10 µε τη συνεχόµενη γραµµή δίνεται η απόκριση του φίλτρου

που σχεδιάστηκε αρχικά, ενώ µε τη διακεκοµµένη γραµµή δίνεται η απόκριση του

ίδιου φίλτρου όταν οι συντελεστές του έχουν ακρίβεια 7 bits. 

Αποδεικνύεται ότι κάθε αύξηση κατά 1 bit στην ακρίβεια των συντελεστών βελτιώ-

νει την απόδοση του φίλτρου κατά έξι dBs (βλέπε επίσης ενότητα 1.2.2). Αν το φίλ-

τρο έχει σχεδιαστεί µε θεωρητική απόρριψη στη ζώνη αποκοπής Α dBs, τότε απαι-

τούνται το λιγότερο Α/6 bits στην δυαδική αναπαράσταση των συντελεστών για να

µην αλλοιωθεί η θεωρητική απόκριση του φίλτρου.

1 5 94 . 4  £ ∂ ª ∞∆∞  À § √ ¶ √ π ∏ ™ ∏ ™  F I R  º π § ∆ ƒ ø ¡
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™¯‹Ì· 4.10

Αποτελέσµατα από
την κβάντιση των
συντελεστών. Με

διακεκοµµένη
γραµµή δίνεται η
απόκριση του φίλ-

τρου µετά την
κβάντιση των

συντελεστών. (α)
Απόκριση συχνό-
τητας, (β) Λεπτο-
µέρεια της ζώνης

διέλευσης. 
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Ένα FIR φίλτρο µε 31 συντελεστές απαιτεί για την υλοποίησή του µε την άµεση δοµή

α. 31 µονάδες καθυστέρησης και 31 πολλαπλασιασµούς.

β. 30 µονάδες καθυστέρησης και 31 πολλαπλασιασµούς.

γ. 30 µονάδες καθυστέρησης και 30 πολλαπλασιασµούς.

δ. 31 µονάδες καθυστέρησης και 30 πολλαπλασιασµούς.

Ποια από τις παραπάνω προτάσεις είναι σωστή; 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.4

Η θεωρητική αποκοπή ενός FIR φίλτρου στη ζώνη απόρριψης είναι 106 dBs. Οι

συντελεστές που χρειάζονται για την υλοποίηση του φίλτρου πρέπει να έχουν ακρί-

βεια σε bits: 8, 12, 14, 18. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.5
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™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Τα FIR ψηφιακά φίλτρα που αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουν δύο

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά που είναι επιθυµητά στην ψηφιακή επεξεργασία σήµα-

τος. Τη γραµµική απόκριση στη φάση και την ευστάθεια. Γνωρίσαµε τον τρόπο που

καθορίζονται οι προδιαγραφές των φίλτρων αυτών και στη συνέχεια µελετήσαµε

τη µέθοδο σχεδίασης των FIR φίλτρων µε τα παράθυρα. Τέλος, µε τη µέθοδο σχε-

δίασης των βέλτιστων FIR φίλτρων µπορούµε να λάβουµε πολύ καλή απόκριση

συχνότητας µε τους λιγότερο δυνατούς συντελεστές. 

1 6 1™ À ¡ √æ∏ ∫∂º∞§∞π√À
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Το κεφάλαιο 4 αναφέρεται περισσότερο αναλυτικά στα FIR φίλτρα. 

MATLAB, Signal processing toolbox, MathWorks, 1994. Το MATLAB µε το αντί-

στοιχο εγχειρίδιο του Toolbox, αποτελεί τον καλύτερο τρόπο πειραµατισµού στη

σχεδίαση των FIR, καθώς και στη µελέτη της συµπεριφοράς τους σε διάφορες

περιπτώσεις.

∞fi‰ÔÛË ·ÁÁÏÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙËÓ ÂÏÏËÓÈÎ‹

Averager Κύκλωµα µέσης τιµής

Causal Αιτιατό

Delay line Γραµµή καθυστέρησης

Digital differentiator Ψηφιακός διαφοριστής

Finite Impulse Response Πεπερασµένη κρουστική απόκριση

Frequency sampling method Μέθοδος δειγµατοληψίας στη συχνότητα

Half band Ηµίσειας ζώνης

Linear Phase Resonse Απόκριση γραµµικής φάσης

Optimal method Βέλτιστη µέθοδος

Pass band Ζώνη διέλευσης

Stop band Ζώνη απόρριψης (αποκοπής)

Third band Ζώνης ενός τρίτου

Transversal Άµεση

Windows method Μέθοδος παραθύρων
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æËÊÈ·Î¿ Ê›ÏÙÚ· ¿ÂÈÚË˜ ÎÚÔ˘ÛÙÈÎ‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜ (IIR)

™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε τα ψηφιακά φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρισης. Στα

φίλτρα αυτά, για τον υπολογισµό της εξόδου, χρησιµοποιούµε τιµές της εισόδου,

καθώς και τιµές της εξόδου σε προηγούµενες χρονικές στιγµές. Εποµένως, αναφε-

ρόµαστε σε επαναληπτικά φίλτρα. Τα φίλτρα αυτά παρουσιάζουν µικρότερη υπολογι-

στική πολυπλοκότητα έναντι των αντίστοιχων FIR φίλτρων, αλλά έχουν µη γραµµι-

κή απόκριση φάσης. Στόχος µας στο κεφάλαιο αυτό είναι η µελέτη των µεθόδων σχε-

δίασης των ψηφιακών IIR φίλτρων και των τρόπων υλοποίησής τους.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Σχεδιάζετε IIR φίλτρα µε βάση τη γραφική µέθοδο, τη µέθοδο αµετάβλητης κρου-

στικής απόκρισης και τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού

• Σχεδιάζετε οποιοδήποτε τύπο φίλτρου (βαθυπερατό, υψηπερατό, διέλευσης ζώνης

και απόρριψης ζώνης)

• Mειώνετε τα σφάλµατα λόγω του πεπερασµένου µήκους λέξης, πραγµατοποιώντας

τα φίλτρα ως δοµές χαµηλής τάξης σε σειρά ή παράλληλα

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Aναλογικά φίλτρα

• Mετασχηµατισµοί συχνότητας

• Γραφική µέθοδος σχεδίασης

• Mέθοδος αµετάβλητης κρουστικής

• ∆ιγραµµικός µετασχηµατισµός

• Στρέβλωση συχνότητας

• Φαινόµενα πεπερασµένου µήκους λέξης

• Oριακοί κύκλοι

5∫ ∂ º∞§∞π√
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EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Γνωρίσαµε τα φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρισης (IIR, Infinite Impulse Response)

στην Ενότητα 3.4 του Κεφαλαίου 3. Είδαµε ότι η συνάρτηση µεταφοράς ενός τέτοι-

ου φίλτρου δίνεται από τη σχέση:

(5.1)

όπου ai, bi οι συντελεστές του φίλτρου και τουλάχιστον ένας από τους συντελεστές bi

είναι διάφορος του µηδενός. Ο αριθµός Ν προσδιορίζει την τάξη του φίλτρου, το

οποίο για να είναι αιτιατό προϋποθέτει ότι Ν ≥ M. Για να είναι ένα τέτοιο φίλτρο

ευσταθές θα πρέπει όλοι οι πόλοι του να βρίσκονται στο εσωτερικού του µοναδιαίου

κύκλου στο επίπεδο–z. Η αντίστοιχη εξίσωση διαφορών του φίλτρου είναι:

(5.2)

όπου x(n) και y(n) οι ακολουθίες εισόδου και εξόδου, αντίστοιχα.

Είδαµε ότι για την υλοποίηση ενός φίλτρου χρειαζόµαστε πολλαπλασιαστές, αθροι-

στές και στοιχεία καθυστέρησης (Σχήµα 3.4), και αναφερθήκαµε στις διαφορετικές

δοµές πραγµατοποίησής του (Σχήµα 3.5), καθώς και στις δοµές πραγµατοποίησης

φίλτρων υψηλής τάξης ως συνδυασµού δοµών πρώτης και δεύτερης τάξης σε σειρά

ή παράλληλα (Σχήµα 3.6).

Από τη σχέση (5.2) γίνεται φανερό ότι τα IIR φίλτρα είναι επαναληπτικά ή αναδρο-

µικά (recursive), µε την έννοια ότι δείγµατα της εξόδου χρησιµοποιούνται από το

σύστηµα για τον υπολογισµό των νέων τιµών της εξόδου σε επόµενες χρονικές στιγ-

µές. Το γεγονός αυτό παρουσιάζει µεγάλο πλεονέκτηµα από άποψη υπολογιστικής

πολυπλοκότητας, σε σχέση µε τα FIR φίλτρα. Με άλλα λόγια, για να επιτύχουµε µια

επιθυµητή απόκριση χρειαζόµαστε σηµαντικά λιγότερους συντελεστές για ένα IIR φίλ-

τρο σε σχέση µε το αντίστοιχο FIR φίλτρο. Από την άλλη πλευρά όµως, υπάρχουν δύο

σοβαρά µειονεκτήµατα: (α) τα IIR φίλτρα είναι ασταθή, αν οι συντελεστές bi δεν έχουν

επιλεγεί σωστά, δηλαδή αν οι πόλοι της συνάρτησης µεταφοράς βρίσκονται εκτός του

µοναδιαίου κύκλου (βλ. ενότητα 3.4), και (β) τα IIR φίλτρα δεν έχουν γραµµική από-

κριση φάσης στη ζώνη διέλευσης, όπως έχουν τα µη επαναληπτικά FIR φίλτρα µε

συµµετρική ή αντισυµµετρική κρουστική απόκριση.
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Το κύριο αντικείµενο του παρόντος κεφαλαίου είναι η σχεδίαση IIR φίλτρων, ή µε

άλλα λόγια, ο υπολογισµός των συντελεστών ai, bi, όταν µας δίνονται οι προδιαγρα-

φές του φίλτρου. Λέγοντας «προδιαγραφές του φίλτρου», εννοούµε κυρίως την επι-

θυµητή απόκριση στη συχνότητα (Σχήµατα 3.8 και 3.9). Το θέµα της σχεδίασης τέτοι-

ων φίλτρων το αντιµετωπίσαµε ήδη στην Ενότητα 3.4 µε την τοποθέτηση των πόλων

και των µηδενικών στο επίπεδο–z. Αυτή είναι η πρώτη µέθοδος σχεδίασης, η οποία

όµως δεν είναι συστηµατική, ειδικά για φίλτρα υψηλής τάξης. Έτσι, εκτός από αυτή,

στο παρόν κεφάλαιο θα γνωρίσουµε και δύο άλλες µεθόδους: τη µέθοδο της αµετά-

βλητης κρουστικής απόκρισης και τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού. Οι

µέθοδοι αυτές βασίζονται στη µετατροπή ενός αναλογικού φίλτρου σε ψηφιακό φίλ-

τρο. Μια τέτοια προσέγγιση χρησιµοποιείται ευρέως για πολλούς λόγους καθώς: (α)

οι τεχνικές σχεδίασης αναλογικών φίλτρων είναι πολύ ανεπτυγµένες, (β) καταλήγουν

συνήθως σε λύσεις κλειστής µορφής, (γ) διατίθενται έτοιµοι πίνακες για τη σχεδίαση

αναλογικών φίλτρων, και (δ) σε πολλές εφαρµογές απαιτούνται ψηφιακά φίλτρα τα

οποία να προσοµοιώνουν γνωστά αναλογικά φίλτρα. Έτσι, αρχίζουµε το σχεδιασµό

ενός ψηφιακού φίλτρου από το «αντίστοιχο» αναλογικό και στη συνέχεια κάνουµε

την κατάλληλη µετατροπή του σε ψηφιακό. Για την καλύτερη κατανόηση των σχετι-

κών εννοιών, θα κάνουµε µια µικρή αναφορά στα αναλογικά φίλτρα, στην αµέσως

επόµενη ενότητα. Στη συνέχεια, θα γνωρίσουµε τις διάφορες µεθόδους σχεδίασης των

IIR φίλτρων (Ενότητα 5.2) και θα συζητήσουµε για θέµατα σχετικά µε την υλοποίη-

σή τους (Ενότητα 5.3).

1 6 7E π ™ ∞ ° ø ° π ∫ ∂ ™  ¶ ∞ ƒ∞∆ ∏ ƒ ∏ ™ ∂ π ™
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5.1 ∞Ó·ÏÔÁÈÎ¿ Ê›ÏÙÚ·

Όπως θα δούµε στην επόµενη ενότητα, τα IIR ψηφιακά φίλτρα µπορούν εύκολα να

σχεδιαστούν αρχίζοντας από ένα αναλογικό φίλτρο και κατόπιν χρησιµοποιώντας

κατάλληλη απεικόνιση του επιπέδου–s στο επίπεδο–z. Έτσι, η σχεδίαση ενός ψηφια-

κού φίλτρου ανάγεται ουσιαστικά στη σχεδίαση του κατάλληλου αναλογικού φίλτρου

και στην µετέπειτα µετάβαση από το H(s) στο H(z), έτσι ώστε τα επιθυµητά χαρα-

κτηριστικά του αναλογικού φίλτρου να διατηρούνται κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο.

Η σχεδίαση αναλογικών φίλτρων είναι ένας τοµέας για τον οποίο υπάρχει πλούσια

βιβλιογραφία. Στην παρούσα ενότητα θα περιγράψουµε σε συντοµία τα χαρακτηρι-

στικά των πλέον γνωστών βαθυπερατών (lowpass) αναλογικών φίλτρων. Ακολού-

θως, θα αναφέρουµε τους µετασχηµατισµούς συχνότητας µε τους οποίους ένα ανα-

λογικό βαθυπερατό φίλτρο µετατρέπεται σε υψηπερατό (highpass), ζωνοδιαβατό

(bandpass) ή φίλτρο απόρριψης ζώνης (bandstop).

Πριν όµως προχωρήσουµε, ας δούµε τη γενική µορφή της απόκρισης συχνότητας

ενός αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου, ώστε να εξοικειωθούµε µε τις έννοιες και

τους συµβολισµούς. Η απόκριση συχνότητας ενός αναλογικού φίλτρου (αναλογικού

συστήµατος) προκύπτει από τη συνάρτηση µεταφοράς H(s) αυτού για τιµές του s

πάνω στον άξονα των φανταστικών jΩ, δηλαδή:

(5.3)

Το µέτρο της κανονικοποιηµένης απόκρισης συχνότητας (normalised magnitude

response) ενός µη ιδανικού αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου φαίνεται στο Σχήµα

5.1. Η µορφή της απόκρισης είναι παρόµοια µε εκείνη του Σχήµατος 3.9 για την περί-

πτωση των ψηφιακών φίλτρων.

Η απόκριση αυτή ονοµάζεται «κανονικοποιηµένη», επειδή η µέγιστη τιµή του µέτρου

στη ζώνη διέλευσης είναι ίση µε τη µονάδα (ή ίση µε 0 dB). Η κυµάτωση (ripple)

στη ζώνη διέλευσης συµβολίζεται µε και αντιπροσωπεύει την ελάχιστη τιµή

του µέτρου στη ζώνη διέλευσης. Η µέγιστη τιµή της κυµάτωσης στη ζώνη αποκο-

πής συµβολίζεται µε 1/Α. Η τιµή αυτή σε dB ισούται µε –20 log(1/Α). Οι συχνότη-

τες Ωp και Ωs αποτελούν τις συχνότητες στο όριο της ζώνης διέλευσης (passband edge

frequency) και στο όριο της ζώνης αποκοπής (stopband edge frequency), αντίστοι-

χα. Ο λόγος των δύο αυτών συχνοτήτων ονοµάζεται λόγος µετάβασης (transition

ratio) ή παράµετρος επιλεκτικότητας (selectivity parameter) και συµβολίζεται συνή-
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θως ως k, δηλαδή . Για ένα βαθυπερατό φίλτρο ισχύει k < 1. Τέλος, ο λόγος

ονοµάζεται παράµετρος διακριτότητας (discrimination parameter) και 

συµβολίζεται ως k1, δηλαδή . Συνήθως ισχύει k1<<1.

5.1.1 °ÓˆÛÙ¿ ‚·ı˘ÂÚ·Ù¿ ·Ó·ÏÔÁÈÎ¿ Ê›ÏÙÚ·

Σε όλες τις περιπτώσεις των φίλτρων που θα αναφέρουµε αµέσως τώρα, ο στόχος

µας θα είναι ο εξής: να προσεγγίσουµε κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο την από-

κριση ενός ιδανικού φίλτρου το οποίο έχει κέρδος ίσο µε 1 σε όλη τη ζώνη διέλευ-

σης, κέρδος ίσο µε 0 σε όλη τη ζώνη αποκοπής, και η ζώνη µετάβασης είναι µηδε-

νικού εύρους, δηλαδή δεν υπάρχει ζώνη µετάβασης. Τα πιο γνωστά βαθυπερατά ανα-

λογικά φίλτρα είναι τα ακόλουθα:

Φίλτρα Butterworth. Τα βαθυπερατά φίλτρα Butterworth έχουν µόνο πόλους και

το µέτρο της απόκρισης συχνότητας δίνεται από τη σχέση:

(5.4)
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τού αναλογικού
φίλτρου.
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όπου Ν η τάξη του φίλτρου, Ωc η συχνότητα αποκοπής (cut–off frequency), Ωp η

συχνότητα στο όριο της ζώνης διέλευσης και το µέτρο της απόκρισης

συχνότητας στο όριο της ζώνης διέλευσης. Παρατηρούµε ότι:

α. Για Ω = Ωc το µέτρο της απόκρισης συχνότητας ισούται µε , δηλαδή

, ανεξάρτητα από την τιµή του Ν. Αυτό σηµαίνει ότι η ισχύς 

του σήµατος υποδιπλασιάζεται για τη συγκεκριµένη συχνότητα. Η τιµή αυτή

εκφρασµένη σε decibels (dB) ισούται µε –3, δηλαδή:

.

β. Για Ω = 0 το µέτρο της απόκρισης ισούται µε 1, δηλαδή µε 0 dB, ανεξάρτητα από

την τιµή του Ν.

γ. Επειδή η παράγωγος του µέτρου της απόκρισης είναι πάντοτε αρνητική για θετι-

κές τιµές του Ω, συνεπάγεται ότι η απόκριση συχνότητας µειώνεται µονοτονικά

καθώς το Ω αυξάνεται. Με άλλα λόγια   για 0 ≤ Ω1 < Ω2.

Για συχνότητα αποκοπής Ωc ίση µε 1 rad/sec (Ωc = 1) παίρνουµε από τη σχέση (5.4)

το ονοµαζόµενο «πρωτότυπο βαθυπερατό φίλτρο» (prototype lowpass filter). Οι γρα-

φικές παραστάσεις του µέτρου της απόκρισης συχνότητας του κανονικοποιηµένου

Butterworth βαθυπερατού φίλτρου µε Ωc = 1 (πρωτότυπου) για διαφορετικές τιµές

του Ν, φαίνεται στο Σχήµα 5.2α. Παρατηρούµε ότι αύξηση της τάξης Ν του φίλτρου

οδηγεί σε βελτίωση των ζωνών διέλευσης και αποκοπής µε ταυτόχρονη µείωση της

ζώνης µετάβασης.

Οι δύο παράµετροι οι οποίες χαρακτηρίζουν πλήρως ένα φίλτρο Butterworth είναι η

συχνότητα αποκοπής Ωc στα –3 dB και η τάξη του φίλτρου Ν (βλ. σχέση 5.4). Αυτές

οι παράµετροι µπορούν να προσδιοριστούν από τις προδιαγραφές του φίλτρου, όπως

αυτές φαίνονται στο Σχήµα 5.1, δηλαδή το όριο της ζώνης διέλευσης Ωp, την ελάχι-

στη τιµή του µέτρου στη ζώνη διέλευσης , το όριο της ζώνης αποκοπής

Ωs και τη µέγιστη τιµή του µέτρου στη ζώνη αποκοπής 1/Α. Έτσι, από την εξίσωση

(5.4) έχουµε:

 1 1/ + ε2
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H j H j
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( ) log ( ) log .Ω Ω= =
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(5.5α)

(5.5β)

Λύνοντας το σύστηµα αυτό των εξισώσεων ως προς την τάξη Ν του φίλτρου κατα-

λήγουµε στη σχέση:

(5.6)

Εξυπακούεται ότι η τιµή του Ν πρέπει να είναι ακέραιος αριθµός. Στην περίπτωση

όπου η τιµή που υπολογίζεται από την παραπάνω σχέση δεν είναι ακέραιος, τότε

αυτή στρογγυλεύεται στον αµέσως µεγαλύτερο ακέραιο.

Τέλος, όπως αναφέραµε και στην αρχή της παραγράφου, τα φίλτρα Butterworth

έχουν µόνο πόλους. Αυτό φαίνεται από τη σχέση (5.4). Οι θέσεις των πόλων πάνω
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™¯‹Ì· 5.2

Απόκριση συχνό-
τητας βαθυπερα-
τών αναλογικών
φίλτρων τύπου (α)
Butterworth, (β)
Chebyshev τύπου
Ι, (γ) Chebyshev
τύπου ΙΙ και (δ)
ελλειπτικού.
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στο µιγαδικό επίπεδο µπορούν να υπολογιστούν ως εξής: 

Αφού για s = jΩ, η εξίσωση (5.4) γράφεται ως:

(5.7)

Οι πόλοι της H(s)H(–s) βρίσκονται πάνω σε ένα κύκλο ακτίνας Ωc και σε σηµεία που

ισαπέχουν το ένα από το άλλο. Αυτό προκύπτει από την εξίσωση (5.7) µε µηδενι-

σµό του παρανοµαστή της, δηλαδή:

(5.8)

και συνεπώς

(5.9)

Στο Σχήµα 5.3 δείχνονται οι θέσεις των πόλων διαφόρων φίλτρων Butterworth τάξης

Ν = 1, Ν = 2 και Ν = 3. Οι πόλοι που βρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο είναι αυτοί

που αντιστοιχούν στην H(s), ενώ εκείνοι του δεξιού ηµιεπιπέδου αντιστοιχούν στην

H(–s). Υπενθυµίζεται ότι για να είναι ένα αναλογικό σύστηµα ευσταθές, πρέπει οι

πόλοι του να βρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο.
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(α) (β) (γ)

π/4 π/3

™¯‹Ì· 5.3

Θέσεις των πόλων
βαθυπερατών φίλ-
τρων Butterworth
τάξης (α) Ν = 1,
(β) Ν = 2 και (γ)

Ν = 3.

Είναι εύκολο να δούµε ότι η συνάρτηση µεταφοράς των πρωτότυπων (Ωc = 1) βαθυ-

περατών φίλτρων Butterworth πρώτης, δεύτερης και τρίτης τάξης είναι αντίστοιχα:
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, και .

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.1

Υπολογίστε την τάξη ενός βαθυπερατού Butterworth φίλτρου το οποίο παρουσιάζει

εξασθένιση 1 dB στο 1 kHz και 40 dB στα 5 kHz.

Λύση

Από τις προδιαγραφές που µας δίνονται και µε βάση τη γενική µορφή της απόκρι-

σης συχνότητας ενός βαθυπερατού φίλτρου (Σχήµα 5.1) έχουµε ότι:

, οπότε προκύπτει ε2 = 0,2589

Fp = 1 kHz, οπότε Ωp = 2πFp = 2π1000 rad/s

, οπότε Α2 = 104

Fs = 5 kHz, οπότε Ωs = 2πFs = 2π5000 rad/s.

Αντικαθιστώντας τις τιµές αυτές στην εξίσωση (5.6) βρίσκουµε ότι:

Αφού η τάξη του φίλτρου πρέπει να είναι ακέραιος αριθµός, στρογγυλεύουµε το απο-

τέλεσµα αυτό στον αµέσως µεγαλύτερο ακέραιο, Ν = 4.
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Υπολογίστε την τάξη και τους πόλους ενός βαθυπερατού φίλτρου Butterworth το

οποίο παρουσιάζει εξασθένιση 3 dB στα 500 Hz και 40 dB στα 1000 Hz.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.1

Φίλτρα Chebyshev. Υπάρχουν δύο τύποι φίλτρων Chebyshev. Τα φίλτρα τύπου Ι

είναι φίλτρα µόνο µε πόλους τα οποία παρουσιάζουν οµοιόµορφη κυµάτωση στη

ζώνη διέλευσης και µονοτονική συµπεριφορά στη ζώνη αποκοπής (Σχήµα 5.2β). Το

µέτρο της απόκρισης συχνότητας των βαθυπερατών φίλτρων Chebyshev τύπου Ι

δίνεται από τη σχέση:
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(5.10)

όπου ε η παράµετρος του φίλτρου που σχετίζεται µε την κυµάτωση στη ζώνη διέ-

λευσης, Ωp η συχνότητα στο όριο της ζώνης διέλευσης και ΤΝ(x) πολυώνυµο

Chebyshev τάξης Ν, το οποίο ορίζεται ως:

(5.11)

Τα φίλτρα Chebyshev τύπου ΙΙ είναι φίλτρα µε πόλους και µηδενικά, παρουσιάζουν

µονοτονική συµπεριφορά στη ζώνη διέλευσης και οµοιόµορφη κυµάτωση στη ζώνη

αποκοπής (Σχήµα 5.2γ). Τα µηδενικά στην περίπτωση αυτών των φίλτρων βρίσκο-

νται πάνω στο φανταστικό άξονα του επιπέδου–s. Το µέτρο της απόκρισης συχνό-

τητας δίνεται από τη σχέση:

5.12)

όπου ΤΝ(x) είναι και πάλι το πολυώνυµο Chebyshev τάξης Ν, και Ωs η συχνότητα

στο όριο της ζώνης αποκοπής.

Ελλειπτικά φίλτρα. Τα ελλειπτικά φίλτρα ή φίλτρα Cauer παρουσιάζουν οµοιό-

µορφη κυµάτωση τόσο στη ζώνη διέλευσης, όσο και στη ζώνη αποκοπής (Σχήµα

5.2δ). Τα φίλτρα αυτά έχουν πόλους και µηδενικά και το µέτρο της απόκρισης στη

συχνότητα δίνεται από τη σχέση:

(5.13)

όπου UN(x) η Ιακωβιανή (Jacobian) ελλειπτική συνάρτηση τάξης Ν. Τα µηδενικά

βρίσκονται πάνω στον άξονα των φανταστικών του επιπέδου–s.

Τα ελλειπτικά φίλτρα είναι καλύτερα των φίλτρων Butterworth και Chebyshev, ως

προς το γεγονός ότι απαιτούνται φίλτρα µικρότερης τάξης, δηλαδή λιγότεροι συντε-

λεστές, για να ικανοποιήσουν τις ίδιες προδιαγραφές. Με άλλα λόγια, για δεδοµένη

τάξη του φίλτρου και δεδοµένες προδιαγραφές, ένα ελλειπτικό φίλτρο θα παρου-

σιάζει την στενότερη ζώνη µετάβασης. Από την άλλη πλευρά όµως, η απόκριση

φάσης των ελλειπτικών φίλτρων παρουσιάζει περισσότερες µη γραµµικότητες στη

ζώνη διέλευσης σε σχέση µε τα αντίστοιχα φίλτρα Butterworth ή Chebyshev.
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Τα φίλτρα που γνωρίσαµε στην προηγούµενη υποενότητα ήταν όλα βαθυπερατά.

Αυτά αποτελούν τη βάση για τη σχεδίαση των υπολοίπων κατηγοριών φίλτρων. Για

να σχεδιάσουµε ένα υψηπερατό, ζωνοδιαβατό ή απόρριψης ζώνης αναλογικό φίλτρο,

βασιζόµαστε στο αντίστοιχο αναλογικό βαθυπερατό (τύπου Butterworth, Chebyshev

ή Ελλειπτικό) και εκτελούµε ένα µετασχηµατισµό συχνότητας. Αυτούς ακριβώς τους

µετασχηµατισµούς συχνότητας θα γνωρίσουµε στην παρούσα υποενότητα.

ª∂∆∞∆ƒ√¶∏ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√À ºπ§∆ƒ√À ™∂ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√

Εάν έχουµε ένα βαθυπερατό αναλογικό φίλτρο µε συχνότητα Ωp στο όριο της ζώνης

διέλευσης, και θέλουµε να το µετατρέψουµε σ’ ένα άλλο βαθυπερατό φίλτρο µε

συχνότητα Ω΄p στο όριο της ζώνης διέλευσης, εκτελούµε το µετασχηµατισµό:

(βαθυπερατό σε βαθυπερατό) (5.14)

Με άλλα λόγια, εάν Hp(s) είναι η συνάρτηση µεταφοράς του αρχικού βαθυπερατού

φίλτρου µε συχνότητα Ωp στο όριο της ζώνης διέλευσης, τότε η συνάρτηση µετα-

φοράς HLP(s) του νέου βαθυπερατού φίλτρου θα είναι:

(5.15)

ª∂∆∞∆ƒ√¶∏ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√À ºπ§∆ƒ√À ™∂ Àæ∏¶∂ƒ∞∆√
Για τη µετατροπή ενός βαθυπερατού αναλογικού φίλτρου µε συχνότητα Ωp στο όριο

της ζώνης διέλευσης, σε υψηπερατό φίλτρο µε συχνότητα Ω΄p στο όριο της ζώνης

διέλευσης, εκτελούµε το µετασχηµατισµό:

(βαθυπερατό σε υψηπερατό) (5.16)

Η συνάρτηση µεταφοράς HHP(s) του υψηπερατού φίλτρου προκύπτει από την αντί-

στοιχη του αρχικού βαθυπερατού φίλτρου σύµφωνα µε τη σχέση:

(5.17)
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ª∂∆∞∆ƒ√¶∏ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√À ºπ§∆ƒ√À ™∂ ∑ø¡√¢π∞µ∞∆√

Για τη µετατροπή ενός βαθυπερατού αναλογικού φίλτρου µε συχνότητα Ωp στο όριο

της ζώνης διέλευσης, σε ζωνοδιαβατό φίλτρο µε συχνότητες Ωl και Ωu στο κατώτερο

και ανώτερο όριο της ζώνης διέλευσης αντίστοιχα, εκτελούµε το µετασχηµατισµό:

(βαθυπερατό σε ζωνοδιαβατό) (5.18)

Με άλλα λόγια, η συνάρτηση µεταφοράς HBP(s) του ζωνοδιαβατού φίλτρου προκύ-

πτει από την αντίστοιχη του βαθυπερατού φίλτρου σύµφωνα µε τη σχέση:

(5.19)

Από τη σχέση αυτή γίνεται φανερό ότι η τάξη του ζωνοδιαβατού φίλτρου που προ-

κύπτει είναι διπλάσια της τάξης του αρχικού βαθυπερατού φίλτρου.

ª∂∆∞∆ƒ√¶∏ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√À ºπ§∆ƒ√À ™∂ ∞¶√ƒƒπæ∏™ ∑ø¡∏™
Για τη µετατροπή ενός βαθυπερατού αναλογικού φίλτρου µε συχνότητα Ωp στο όριο

της ζώνης διέλευσης, σε φίλτρο απόρριψης ζώνης µε συχνότητες Ωl και Ωu στα όρια

των ζωνών διέλευσης, εκτελούµε το µετασχηµατισµό:

(βαθυπερατό σε απόρριψης ζώνης) (5.20)

Η συνάρτηση µεταφοράς HBS(s) του φίλτρου απόρριψης ζώνης προκύπτει από την

αντίστοιχη του βαθυπερατού φίλτρου µε βάση τη σχέση:

(5.21)

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.2

Να µετασχηµατιστεί το πρώτης τάξης βαθυπερατό φίλτρο Butterworth µε συνάρτη-

ση µεταφοράς H(s) = Ωp/(s + Ωp), όπου Ωp = 2π rad/s, σ’ ένα ζωνοδιαβατό φίλτρο

µε συχνότητες στα όρια της ζώνης διέλευσης Ωl = π rad/s και Ωu = 3π rad/s.
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Λύση
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|H(jΩ)| |H(jΩ)|

1
2 1
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1
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0 02π 3ππ
Ω Ω

Ωp Ωl Ωu

(α) (β)

™¯‹Ì· 5.4

Μέτρο της απόκρι-
σης συχνότητας
(α) του αρχικού
βαθυπερατού και
(β) του ζητούµε-
νου ζωνοδιαβατού
αναλογικού φίλ-
τρου.

Τα µέτρα των αποκρίσεων συχνότητας του αρχικού βαθυπερατού φίλτρου

Butterworth και του ζητούµενου ζωνοδιαβατού φίλτρου, φαίνονται στο Σχήµα 5.4.

Εφόσον µας δίνεται η συνάρτηση µεταφοράς του βαθυπερατού φίλτρου, ο υπολογι-

σµός της συνάρτησης µεταφοράς του ζητούµενου ζωνοδιαβατού φίλτρου γίνεται

εύκολα µε βάση το µετασχηµατισµό συχνότητας της σχέσης (5.18).

Άρα αντικαθιστώντας στη σχέση (5.19) βρίσκουµε τη ζητούµενη συνάρτηση µετα-

φοράς του ζωνοδιαβατού φίλτρου:

Παρατηρούµε ότι η τάξη του φίλτρου που προέκυψε είναι διπλάσια αυτής του αρχικού

βαθυπερατού φίλτρου. Επίσης, εύκολα διαπιστώνουµε ότι για s = 0 έχουµε H(s) = 0.
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Η συνάρτηση µεταφοράς του δεύτερης τάξης πρωτότυπου (Ωc = 1) βαθυπερατού

φίλτρου Chebyshev τύπου Ι µε κυµάτωση στη ζώνη διέλευσής του ίση µε 1 dB,

δίνεται από τη σχέση Hp(s) = 1/(s2 + 1,098s + 1,103). Να προσδιοριστεί η συνάρ-

τηση µεταφοράς του αντίστοιχου υψηπερατού φίλτρου, το οποίο έχει συχνότητα

αποκοπής 4 rad/s.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.2
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τα αναλογικά φίλτρα, τα οποία είναι κυρίως τεσσά-

ρων τύπων: Butterworth, Chebyshev I & II και Ελλειπτικά. Πρόκειται στην ουσία,

για τις µαθηµατικές εκείνες συναρτήσεις οι οποίες, µε διαφορετικό τρόπο η καθε-

µία, προσεγγίζουν την καµπύλη ενός ιδανικού φίλτρου. Γνωρίσαµε επίσης, τους

µετασχηµατισµούς στη συχνότητα τους οποίους χρησιµοποιούµε για να µπορέ-

σουµε να πάρουµε ένα επιθυµητό βαθυπερατό, υψηπερατό, ζωνοδιαβατό ή απόρ-

ριψης ζώνης αναλογικό φίλτρο, έχοντας ως αναφορά ένα πρωτότυπο βαθυπερατό

αναλογικό φίλτρο.

5.2 ™¯Â‰›·ÛË IIR „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Όπως και στην περίπτωση των FIR φίλτρων, έτσι και εδώ, υπάρχουν πολλές µέθο-

δοι σχεδίασης IIR φίλτρων. Η πρώτη και πιο απλή από αυτές, µας είναι ήδη γνωστή

από το Κεφάλαιο 3, και είναι αυτή της απευθείας τοποθέτησης των πόλων και µηδε-

νικών του φίλτρου πάνω στο µιγαδικό επίπεδο–z, προσδιορίζοντας άµεσα τη συνάρ-

τηση µεταφοράς και κατά συνέπεια, τους συντελεστές του φίλτρου. Η µέθοδος αυτή

έχει περισσότερο θεωρητική και εκπαιδευτική σηµασία παρά πρακτική αξία. Υπάρ-

χουν και άλλες τεχνικές, κατά τις οποίες η σχεδίαση του φίλτρου γίνεται απευθείας

στο πεδίο–z, όπως η µέθοδος των προσεγγίσεων Pade ή η µέθοδος των ελαχίστων

τετραγώνων, τις οποίες όµως δε θα πραγµατευτούµε.

Περισσότερο συνηθισµένο είναι να χρησιµοποιούµε τεχνικές οι οποίες µετατρέπουν

ένα αναλογικό φίλτρο σε ψηφιακό. Και εδώ υπάρχουν διαφορετικές µέθοδοι µετα-

τροπής ενός αναλογικού φίλτρου σε ψηφιακό. Εµείς θα αναφερθούµε στις δύο πιο

γνωστές από αυτές, τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής και τη µέθοδο του

διγραµµικού µετασχηµατισµού.

Τέλος, θα πρέπει να επαναλάβουµε ότι υλοποιήσιµα και ευσταθή IIR φίλτρα δε µπο-

ρεί να έχουν γραµµική απόκριση φάσης. Έτσι, οι προδιαγραφές των φίλτρων θα ανα-

φέρονται µόνο στο µέτρο της απόκρισης στη συχνότητα. Αυτό δεν σηµαίνει ότι η

φάση δεν είναι ουσιώδους σηµασίας. Σηµαίνει απλώς πως, αφού µέτρο και φάση

είναι αλληλένδετα, δεχόµαστε τη φάση όπως αυτή προκύπτει από τη διαδικασία σχε-

δίασης. Αν κάποια εφαρµογή απαιτεί γραµµική φάση, τότε θα πρέπει να σχεδιάσουµε

ένα FIR φίλτρο µε συµµετρική ή αντισυµµετρική κρουστική απόκριση.

5.2.1 °Ú·ÊÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜

Τη γραφική µέθοδο σχεδίασης φίλτρων τη γνωρίσαµε στο Κεφάλαιο 3 (ενότητα 3.4).

Η µέθοδος αυτή αναφέρεται και ως γεωµετρική ή ως µέθοδος σχεδίασης βασισµένη
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στους πόλους και στα µηδενικά . Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, η σχεδίαση ενός IIR

ψηφιακού φίλτρου γίνεται µε κατάλληλη τοποθέτηση των πόλων και των µηδενικών

πάνω στο µοναδιαίο κύκλο στο επίπεδο–z. Η τοποθέτηση ενός πόλου κοντά στο µονα-

διαίο κύκλο οδηγεί σε µεγάλες τιµές για τη συνάρτηση µεταφοράς σε συχνότητες που

βρίσκονται κοντά στον πόλο. Αντίστοιχα, η ύπαρξη ενός µηδενικού κοντά ή και πάνω

στον µοναδιαίο κύκλο οδηγεί σε πολύ µικρές τιµές ή και µηδενισµό της συνάρτησης

µεταφοράς και κατ’ επέκταση της εξόδου του φίλτρου (συστήµατος). Θυµηθείτε ότι,

για να είναι ευσταθές το φίλτρο που θα σχεδιαστεί, θα πρέπει οι πόλοι του να βρί-

σκονται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου. Τα µηδενικά µπορεί να βρίσκονται

οπουδήποτε στο επίπεδο–z. Τέλος, οι πόλοι και τα µηδενικά µπορεί να είναι πραγµα-

τικοί ή µιγαδικοί αριθµοί. Στην περίπτωση όµως που κάποιοι από τους πόλους ή τα

µηδενικά είναι µιγαδικοί, τότε αυτοί θα πρέπει να εµφανίζονται ως ζεύγη συζυγών.

Το Παράδειγµα 3.10 αναφέρεται στο σχεδιασµό ενός IIR φίλτρου µε τη γραφική

µέθοδο. Ας προσπαθήσουµε να τη θυµηθούµε σχεδιάζοντας τη φορά αυτή ένα απλό

ζωνοδιαβατό φίλτρο.

1 7 95 . 2  ™ Ã ∂¢π∞™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡

Σχεδιάστε ψηφιακό φίλτρο το οποίο να εξασθενίζει τις συχνότητες 0 και π και να

επιτρέπει τη διέλευση των συχνοτήτων γύρω από τη συχνότητα π/2.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.3

5.2.2 ª¤ıÔ‰Ô˜ ·ÌÂÙ¿‚ÏËÙË˜ ÎÚÔ˘ÛÙÈÎ‹˜

Σκοπός µας σύµφωνα µε τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής (impulse invariance

method) είναι να σχεδιάσουµε ένα IIR φίλτρο του οποίου η µοναδιαία κρουστική

απόκριση h(n) να ισοδυναµεί µε τη δειγµατοληπτηµένη κρουστική απόκριση ενός

κατάλληλα επιλεγµένου αναλογικού φίλτρου, δηλαδή:

(5.22)

όπου Τ η περίοδος δειγµατοληψίας (βλ. Σχήµα 5.5α, β).

Η συνάρτηση µεταφοράς H(z) ισούται µε τον µετασχηµατισµό–z της δειγµατολη-

πτηµένης µοναδιαίας κρουστικής απόκρισης h(nT), δηλαδή:

H(z) = Z{h(nT)} (5.23)

Η αναλογική συνάρτηση µεταφοράς H(s) ισούται µε τον µετασχηµατισµό Laplace

της κρουστικής απόκρισης h(t). 

  

h n h nT h t

t nT

( ) ( ) ( )≡ =
=

     n = 0,1,2,....
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Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να εξετάσουµε το αποτέλεσµα της δειγµατοληψίας της

αναλογικής κρουστικής απόκρισης, δηλαδή το αποτέλεσµα της σχέσης (5.22). Ας

θυµηθούµε ότι, όταν λαµβάνουµε από ένα αναλογικό σήµα δείγµατα µε ρυθµό Fs =

1/Τ δειγµάτων ανά δευτερόλεπτο, το φάσµα του δειγµατοληπτηµένου σήµατος που

προκύπτει είναι µια περιοδική επανάληψη του αναλογικού φάσµατος, µε περίοδο Fs.

Συνεπώς, αν ο ρυθµός δειγµατοληψίας είναι µικρότερος από το διπλάσιο της µέγι-

στης συχνότητας που υπάρχει στο αναλογικό φάσµα, τότε θα παρουσιαστεί το φαι-

νόµενο του ανεπαρκούς ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing), όπως αυτό δείχνεται στο

Σχήµα 5.5γ. Γίνεται φανερό ότι η περίοδος δειγµατοληψίας Τ θα πρέπει να είναι

αρκετά µικρή, για να αποφύγουµε ή τουλάχιστον να ελαχιστοποιήσουµε το φαινό-

µενο αυτό. Επίσης, καταλαβαίνουµε ότι η µέθοδος της αµετάβλητης κρουστικής δεν

είναι κατάλληλη για τη σχεδίαση υψηπερατών φίλτρων, εξαιτίας του φαινοµένου

aliasing που παρουσιάζεται στο φάσµα λόγω της δειγµατοληψίας. Για τους λόγους

αυτούς, η µέθοδος χρησιµοποιείται κυρίως για την σχεδίαση βαθυπερατών και ζωνο-

διαβατών ψηφιακών φίλτρων.

Η απεικόνιση των σηµείων από το επίπεδο–s στο επίπεδο–z µε την αµετάβλητη κρου-

στική απόκριση γίνεται µέσω της σχέσης:

z = esT (5.24)

Για s = σ+ jΩ και z = rejω βρίσκουµε ότι:

r = eσΤ

h(t)

h1(n)

h2(n)

(α)

(β)

(γ)

t

n

n

T1

T2

|H(jΩ)|

|H1(e
jω)|

|H2(e
jω)|

0 Ω

ω

ω

π/T2 π/T1

0 π 2π

0 π 2π 3π

™¯‹Ì· 5.5

(α) Κρουστική
απόκριση και

µέτρο φάσµατος
αναλογικού φίλ-
τρου, (β) και (γ)

δειγµατοληψία της
κρουστικής του
αναλογικού µε

περίοδο Τ1 < Τ2
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ω = ΩΤ (5.25)

Εποµένως, για σ < 0 έχουµε 0 < r < 1, ενώ για σ > 1 έχουµε r > 1. Όταν σ = 0, τότε

r = 1. Αυτό σηµαίνει ότι το αριστερό ηµιεπίπεδο του s απεικονίζεται στο εσωτερι-

κό του µοναδιαίου κύκλου στο z, ενώ το δεξί ηµιεπίπεδο του s απεικονίζεται στο

εξωτερικό του µοναδιαίου κύκλου στο z. Επίσης, ο άξονας jΩ απεικονίζεται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο του επιπέδου–z. Η απεικόνιση αυτή όµως δεν είναι απεικόνι-

ση ένα προς ένα. Αφού το ω είναι µοναδικό στην περιοχή (–π, π), η απεικόνιση ω

= ΩΤ συνεπάγεται ότι η περιοχή των συχνοτήτων –π/Τ ≤ Ω ≤ π/Τ απεικονίζεται στις

αντίστοιχες τιµές –π ≤ ω ≤ π. Επιπλέον, όµως, και η περιοχή συχνοτήτων π/Τ ≤ Ω

≤ 3π/Τ απεικονίζεται επίσης στην ίδια περιοχή –π ≤ ω ≤ π, και γενικά το ίδιο συµ-

βαίνει για τις συχνότητες (2 k–1)π/Τ ≤ Ω ≤ (2k + 1)π/Τ, όπου k ακέραιος. Άρα, η

απεικόνιση της αναλογικής συχνότητας Ω στη συχνότητα ω του ψηφιακού χώρου

είναι µία πολλά–σε–ένα απεικόνιση, γεγονός που αντικατοπτρίζει το φαινόµενο του

ανεπαρκούς ρυθµού δειγµατοληψίας. Η όλη απεικόνιση του επιπέδου–s στο επίπε-

δο–z φαίνεται στο Σχήµα 5.6.

1 8 15 . 2  ™ Ã ∂¢π∞™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡

Eπίπεδο - z

Eπίπεδο - s jΩ

Mοναδιαίος[
κύκλος

3π
T

3π
T

π
T

π
T

σ

-

-

z=esT
™¯‹Ì· 5.6

Η απεικόνιση του
επιπέδου–s στο
επίπεδο–z σύµφω-
να µε τη σχέση
z = esT. Λωρίδες
εύρους 2π/Τ (για
σ < 0) του επιπέ-
δου–s απεικονίζο-
νται σε σηµεία του
µοναδιαίου
κύκλου του επιπέ-
δου–z.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.3

Αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο έχει συνάρτηση µεταφοράς .

Να υπολογιστεί η συνάρτηση µεταφοράς του ψηφιακού IIR φίλτρου το οποίο προ-

κύπτει µε τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης.

Λύση

α. Υπολογίζουµε την κρουστική απόκριση του αναλογικού φίλτρου από τον αντί-

στροφο µετασχηµατισµό Laplace της H(s), δηλαδή:

β. Λαµβάνουµε δείγµατα από την h(t) αντικαθιστώντας το t µε το nT. Τα δείγµατα

που προκύπτουν αντιστοιχούν στα στοιχεία της ακολουθίας h(n), σύµφωνα µε τη

σχέση (5.22):

γ. Υπολογίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) από τον µετασχηµατισµό–z της

h(nT), όπως υπαγορεύεται από τη σχέση (5.23):

Ας προσπαθήσουµε τώρα να γενικεύσουµε τη διαδικασία σχεδίασης και ταυτόχρο-

να να αποδείξουµε ότι η H(z) µπορεί να υπολογιστεί απευθείας από την H(s), χωρίς

να χρειαστεί να υπολογίσουµε την h(t) και την h(nT). Ας θεωρήσουµε ένα αναλογι-

κό φίλτρο το οποίο έχει Ν διαφορετικούς πόλους. Η συνάρτηση µεταφοράς του µπο-

ρεί να γραφεί ως ανάπτυγµα µερικών κλασµάτων µε τη µορφή:

(5.26)

όπου pξ οι πόλοι του αναλογικού φίλτρου και Cξ οι συντελεστές του αναπτύγµατος

σε µερικά κλάσµατα.

Η αντίστοιχη κρουστική απόκριση θα είναι:

(5.27)
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Αν από αυτή την κρουστική απόκριση λάβουµε δείγµατα ανά Τ δευτερόλεπτα (t =

nT), τότε θα πάρουµε την δειγµατοληπτηµένη απόκριση:

(5.28)

Τέλος, ο µετασχηµατισµός–z της σχέσης (5.28) θα µας δώσει την επιθυµητή συνάρ-

τηση µεταφοράς διακριτού χρόνου:

(5.29)

Παρατηρώντας τη διαδικασία που περιγράφεται από τις σχέσεις (5.26) έως (5.29),

διαπιστώνουµε ότι τα δύο ενδιάµεσα στάδια υπολογισµού της h(t) και της h(nT) θα

µπορούσαν να παραλειφθούν και να υπολογίσουµε απευθείας την H(z) (σχέση 5.29)

από την H(s) (σχέση 5.26) αντικαθιστώντας το s – pξ µε το , δηλαδή:

(5.30)

Η σχέση (5.30) αναφέρεται στην περίπτωση ενός φίλτρου του οποίου οι πόλοι είναι

διαφορετικοί µεταξύ τους, δηλαδή έχει πόλους πολλαπλότητας 1. Η περίπτωση φίλ-

τρου µε πόλους µεγαλύτερης πολλαπλότητας ξεφεύγει από τους στόχους του παρό-

ντος κεφαλαίου, και δε θα µας απασχολήσει.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.4

Από το αναλογικό φίλτρο µε συνάρτηση µεταφοράς H(s) = (s + 0,1)/[(s + 0,1)2 + 9]

να προσδιοριστεί αντίστοιχο IIR ψηφιακό φίλτρο µε χρήση της µεθόδου της αµετά-

βλητης κρουστικής.

Λύση

Παρατηρούµε ότι το αναλογικό φίλτρο έχει ένα µηδενικό στο σηµείο s = – 0,1 και

ένα ζεύγος συζυγών πόλων pξ = – 0,1 ± j3. Εκφράζουµε την H(s) ως ανάπτυγµα µερι-

κών κλασµάτων:

και υπολογίζουµε την H(z) µε βάση τη σχέση (5.30):

  
H z

e z e z

e T z

e T z e zj T j T

T

T T
( )

, , ( cos )

( cos )( , ) ( , )

,

, ,
=

−
+

−
= −

− +− + − − − −

− −

− − − −
0 5

1

0 5

1

1 3

1 2 30 1 3 1 0 1 3 1

0 1 1

0 1 1 0 2 1

  
H s

s j s j
( )

,
,

,
,

=
+ −

+
+ +

0 5
0 1 3

0 5
0 1 3

  

 → =
− −

=
∑H z

C

e zp T

N

( ) ξ

ξ 1 ξ 1
1  

H s
CN

( ) =
−=

∑ ξ

ξξ
s p

1

  1 ξ− −e zp T 1

  

H z Z h nT
C

e zp T

N

( ) ( )= { } =
− −

=
∑ ξ

ξ 1 ξ 1
1

  

h nT C e p nT
N

( ) =
=

∑ ξ

ξ

ξ

1

1 8 35 . 2  ™ Ã ∂¢π∞™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 183



1 8 4 K E º A § A I O  5 :  æ ∏ º π ∞ ∫ ∞  º π § ∆ ƒ∞  ∞ ¶ ∂ π ƒ ∏ ™  ∫ ƒ √ À ™ ∆ π ∫ ∏ ™  ∞ ¶ √∫ ƒ π ™ ∏ ™  ( I I R )

5.2.3 ª¤ıÔ‰Ô˜ ‰ÈÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡

Η µέθοδος της αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης για τη σχεδίαση IIR ψηφιακών

φίλτρων είναι κατάλληλη για βαθυπερατά και ορισµένα ζωνοδιαβατά φίλτρα. Θα

ασχοληθούµε τώρα µε τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού (bilinear

transformation method), η οποία τουλάχιστον δεν θέτει τέτοιους περιορισµούς. Πρό-

κειται για έναν µαθηµατικό µετασχηµατισµό του πεδίου–s στο πεδίο–z. Σύµφωνα µε

τον µετασχηµατισµό αυτό, όταν µας δίνεται η συνάρτηση µεταφοράς H(s) του ανα-

λογικού φίλτρου, µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) του

αντίστοιχου ψηφιακού φίλτρου, αντικαθιστώντας το s µε το (z – 1)/(z + 1), δηλαδή:

(5.31)

Με άλλα λόγια, η απεικόνιση από το επίπεδο s στο επίπεδο z γίνεται µε βάση τη

σχέση[1]:

(5.32)

Για να διερευνήσουµε τα χαρακτηριστικά του διγραµµικού µετασχηµατισµού, ας θεω-

ρήσουµε ότι z = rejω και s = σ+ jΩ. Τότε, η σχέση (5.32) µπορεί να εκφραστεί ως:

(5.33)

Από τη σχέση αυτή παρατηρούµε ότι, εάν r < 1, τότε σ < 0 και εάν r > 1, τότε σ > 0.

Αυτό σηµαίνει ότι το αριστερό ηµιεπίπεδο του s απεικονίζεται στο εσωτερικό του

µοναδιαίου κύκλου στο επίπεδο–z, ενώ το δεξί ηµιεπίπεδο του s απεικονίζεται στο
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Με τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης να υπολογίσετε τη συνάρ-

τηση µεταφοράς H(z) ψηφιακού IIR φίλτρου που αντιστοιχεί στο αναλογικό βαθυ-

περατό φίλτρο H(s) = 1/(s + 1)(s2 + s + 1).

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.4

[1] Η σχέση s = (z – 1)/(z + 1) µπορεί να γραφεί και ως sz + s – z + 1 = 0. Παρατηρούµε ότι
η τελευταία σχέση είναι γραµµική ως προς s και γραµµική ως προς z ή διγραµµική ως
προς s και z.
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εξωτερικό του µοναδιαίου κύκλου (βλ. Σχήµα 5.7). Άρα, από ένα ευσταθές αναλο-

γικό φίλτρο παίρνουµε ένα ευσταθές ψηφιακό φίλτρο. Όταν r = 1, τότε σ = 0 και:

(5.34)
  
Ω

ω= tan
2
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™¯‹Ì· 5.7

Απεικόνιση του
επιπέδου–s στο
επίπεδο–z µέσω
του διγραµµικού
µετασχηµατισµού

™¯‹Ì· 5.8

Μη γραµµική
σχέση µεταξύ των
αναλογικών και
ψηφιακών συχνο-
τήτων λόγω του
διγραµµικού µετα-
σχηµατισµού

Η σχέση µεταξύ των συχνοτήτων στα δύο πεδία s και z φαίνεται στο Σχήµα 5.8. Γίνε-

ται φανερό ότι όλη η περιοχή των συχνοτήτων Ω απεικονίζεται µόνο µία φορά στην

περιοχή – π ≤ ω ≤ π. Πρόκειται εποµένως, για µια ένα–προς–ένα απεικόνιση. Η απει-

κόνιση όµως, αυτή είναι µη γραµµική. Παρατηρείται, δηλαδή, µια παραµόρφωση ή

στρέβλωση των συχνοτήτων (frequency warping), εξαιτίας της µη γραµµικότητας της
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συνάρτησης της εφαπτοµένης. Αυτή η στρέβλωση των συχνοτήτων θα πρέπει, όπως

θα δούµε στη συνέχεια, να λαµβάνεται υπόψη κατά την σχεδίαση ενός IIR φίλτρου.

Σχόλια σχετικά µε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό:

1. Σε ορισµένα βιβλία ο διγραµµικός µετασχηµατισµός ορίζεται ως ,

όπου Τ η περίοδος δειγµατοληψίας. Αποδεικνύεται ότι ο συντελεστής δεν

είναι απαραίτητος, αφού απαλείφεται κατά τη διαδικασία αντιστάθµισης της στρέ-

βλωσης, όπως θα δούµε στο παράδειγµα που ακολουθεί.

2. Για τα βαθυπερατά και υψηπερατά φίλτρα, η τάξη της H(z) που προκύπτει, είναι

ίδια µε την τάξη της H(s). Για παράδειγµα, από ένα δεύτερης τάξης βαθυπερατό

αναλογικό φίλτρο θα πάρουµε ένα δεύτερης τάξης βαθυπερατό ψηφιακό φίλτρο.

Όµως, για τα ζωνοδιαβατά φίλτρα και τα φίλτρα απόρριψης ζώνης αυτό δεν ισχύ-

ει. Στην περίπτωση αυτή, η τάξη της H(z) είναι διπλάσια της τάξης της H(s).

3. Ευσταθή αναλογικά φίλτρα οδηγούν σε ευσταθή ψηφιακά φίλτρα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.5

Το πιο απλό αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο αποτελείται από έναν αντιστάτη και έναν

πυκνωτή. Πρόκειται για το γνωστό «RC κύκλωµα», η έξοδος του οποίου λαµβάνε-

ται από τα άκρα του πυκνωτή (Σχήµα 5.9α). Με τη µέθοδο του διγραµµικού µετα-

σχηµατισµού, να σχεδιαστεί το αντίστοιχο ψηφιακό φίλτρο, του οποίου η συχνότη-

τα αποκοπής να είναι 30 Hz, όταν η συχνότητα δειγµατοληψίας είναι 150 Hz.

Λύση

Η συχνότητα αποκοπής του επιθυµητού ψηφιακού φίλτρου είναι (Βλ. σχέση 1.13)

. Η συχνότητα αυτή του επιπέδου– z

είναι η αντίστοιχη της συχνότητας του επιπέδου–s

(Βλ. σχέση 5.34). Ο υπολογισµός που µόλις εκτελέσαµε αποτελεί τη λεγόµενη αντι-

στάθµιση στρέβλωσης (prewarping). Εποµένως, αυτό που χρειάζεται να σχεδιάσου-

µε είναι ένα αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο µε συχνότητα αποκοπής . Το πρωτό-

τυπο (Ωc = 1) αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο το οποίο αντιστοιχεί στο απλό RC

κύκλωµα έχει συνάρτηση µεταφοράς Hp(s) = 1/(s + 1). Εκτελούµε, εποµένως, έναν
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µετασχηµατισµό συχνότητας από βαθυπερατό σε βαθυπερατό (σχέση 5.15) για να

υπολογίσουµε το αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο το οποίο έχει Ω΄c = 0,73.

Γνωρίζοντας τη συνάρτηση µεταφοράς του αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου, εφαρ-

µόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό (σχέση 5.31) για να προσδιορίσουµε την

αντίστοιχη συνάρτηση µεταφοράς του επιθυµητού ψηφιακού φίλτρου:

Παρατηρούµε ότι πρόκειται για ένα ψηφιακό φίλτρο πρώτης τάξης, όπως και το αντί-

στοιχο αναλογικό φίλτρο. Η εξίσωση διαφορών του φίλτρου που προκύπτει είναι

y(n) = 0,42[x(n) + x(n – 1)] + 0,16y(n – 1),

ενώ η δοµή πραγµατοποίησής του φαίνεται στο Σχήµα 5.9β.
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x(n)
y(n)

0,42

0,42 0,16
z-1 z-1

(α) (β)

R

x(t) y(t)C

™¯‹Ì· 5.9

(α) Αναλογικό
βαθυπερατό φίλ-
τρο πρώτης τάξης,
(β) ψηφιακό φίλ-
τρο πρώτης τάξης
του Παραδείγµα-
τος 5.5.

Η συνάρτηση µεταφοράς του πρωτότυπου αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου πρώ-

της τάξης είναι Hp(s) = 1/(s + 1). Σχεδιάστε το αντίστοιχο υψηπερατό IIR ψηφια-

κό φίλτρο, το οποίο να έχει συχνότητα αποκοπής 30 Hz για συχνότητα δειγµατο-

ληψίας 150 Hz.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.5

Πριν προχωρήσουµε στο σχεδιασµό IIR φίλτρων τάξης µεγαλύτερης της πρώτης, θα

ήταν καλό να συστηµατοποιήσουµε τη διαδικασία σχεδίασης µε τη µέθοδο του

διγραµµικού µετασχηµατισµού. Η διαδικασία αυτή, όπως φάνηκε από το Παράδειγµα

5.5, αποτελείται από τα εξής στάδια:

1. Επιλέγουµε το πρωτότυπο (Ωc = 1) αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο.

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 187



1 8 8 K E º A § A I O  5 :  æ ∏ º π ∞ ∫ ∞  º π § ∆ ƒ∞  ∞ ¶ ∂ π ƒ ∏ ™  ∫ ƒ √ À ™ ∆ π ∫ ∏ ™  ∞ ¶ √∫ ƒ π ™ ∏ ™  ( I I R )

2. Μετασχηµατίζουµε αυτό στο βαθυπερατό ή το υψηπερατό ή το ζωνοδιαβατό ή

το απόρριψης ζώνης φίλτρο το οποίο έχει χαρακτηριστικές συχνότητες Ω', που

αντιστοιχούν στις επιθυµητές συχνότητες ω του ψηφιακού φίλτρου.

3. Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στη συνάρτηση µεταφοράς του

αναλογικού φίλτρου που µόλις υπολογίσαµε.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.6

Με τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού να σχεδιαστεί βαθυπερατό IIR

ψηφιακό φίλτρο µε συχνότητα αποκοπής 150 Hz για ρυθµό δειγµατοληψίας 1,5 kHz.

Η σχεδίαση να βασιστεί στο πρωτότυπο βαθυπερατό αναλογικό φίλτρο δεύτερης

τάξης τύπου Butterworth. 

Λύση

Για τον προσδιορισµό της συνάρτησης µεταφοράς H(z) του επιθυµητού IIR ψηφια-

κού φίλτρου, ακολουθούµε τα παραπάνω στάδια σχεδίασης:

1. Επιλέγουµε το πρωτότυπο (Ωc = 1) αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο. Στην προκειµέ-

νη περίπτωση είναι το δεύτερης τάξης Butterworth φίλτρο 

2. Μετασχηµατίζουµε το πρωτότυπο βαθυπερατό σε βαθυπερατό µε συχνότητα απο-

κοπής Ω ć = tan(ωc/2) = tan(ΩcΤ/2) = tan(2π150(1/1500)/2) = tan(0,1π) = 0,32

εφαρµόζοντας τον µετασχηµατισµό συχνότητας της σχέσης (5.15): 
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3. Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στην τελευταία σχέση:

Το ζητούµενο ψηφιακό φίλτρο είναι δεύτερης τάξης, όπως και το αναλογικό από το

οποίο αρχίσαµε τη σχεδίαση, και έχει εξίσωση διαφορών:

y(n) = 0,07[x(n) + 2x(n – 1) + x(n – 2)] + 1,14y(n – 1) – 0,41y(n–2).
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.7

Να σχεδιάσετε βαθυπερατό IIR ψηφιακό φίλτρο το οποίο να εξασθενίζει µονοτονι-

κά τις συχνότητες. Η ζώνη διέλευσης του φίλτρου να εκτείνεται µέχρι τα 125 Hz,

ενώ η εξασθένιση στη ζώνη αυτή να µην υπερβαίνει τα 0,5 dB. Η µέγιστη εξασθέ-

νιση στο όριο της ζώνης αποκοπής να είναι 15 dB, ενώ η συχνότητα στο όριο της

ζώνης αποκοπής να είναι 275 Hz. Το όλο σύστηµα λειτουργεί µε συχνότητα δειγ-

µατοληψίας 1 kHz. Η σχεδίαση να γίνει µε βάση τον διγραµµικό µετασχηµατισµό.

Λύση

Από τις προδιαγραφές που µας δίνονται καταλαβαίνουµε ότι πρόκειται για κάποιο

βαθυπερατό φίλτρο τύπου Butterworth (αφού πρέπει να παρουσιάζει µονοτονική

εξασθένηση για όλες τις συχνότητες). ∆εν γνωρίζουµε όµως την τάξη του φίλτρου.

Αυτή µπορούµε να την προσδιορίσουµε από τις τιµές των συχνοτήτων και εξασθε-

νίσεων που µας δίνονται. Το αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο που ζητάµε να προσ-

διορίσουµε και στο οποίο θα εφαρµόσουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό, φαί-

νεται στο Σχήµα 5.10. Έχουµε γι’ αυτό το φίλτρο:

1 8 95 . 2  ™ Ã ∂¢π∞™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡

Σχεδιάστε ένα ζωνοδιαβατό IIR ψηφιακό φίλτρο δεύτερης τάξης του οποίου η ζώνη

διέλευσης να κυµαίνεται µεταξύ 200 Hz και 300 Hz, όταν η συχνότητα δειγµατο-

ληψίας είναι 2 kHz. Η σχεδίαση του φίλτρου να βασιστεί στη µέθοδο του διγραµ-

µικού µετασχηµατισµού, εφαρµοσµένη σε αναλογικό φίλτρο Butterworth.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.6

|H(jΩ)|

ΩΩ'p Ω's

1
A

1
1+ε2

™¯‹Ì· 5.10

Το αρχικό αναλο-
γικό φίλτρο από το
οποίο θα προκύ-
ψει το ζητούµενο
βαθυπερατό IIR
ψηφιακό φίλτρο.
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Η τάξη του φίλτρου µπορεί τώρα να προσδιοριστεί µε τη βοήθεια της σχέσης (5.6):

Άρα το αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο πρέπει να είναι τρίτης τάξης (Ν = 3).

Από το σηµείο αυτό πλέον, µπορούµε να ακολουθήσουµε τα τρία στάδια σχεδίασης

ενός ψηφιακού IIR φίλτρου, όπως τα γνωρίσαµε προηγουµένως:

1. Επιλέγουµε το πρωτότυπο βαθυπερατό φίλτρο.

Είδαµε ότι το πρωτότυπο βαθυπερατό φίλτρο θα πρέπει να είναι τύπου

Butterworth τρίτης τάξης. Η συνάρτηση µεταφοράς αυτού είναι (βλ. ενότητα 5.1)

Hp(s) = 1/(s3 + 2s2 + 2s + 1).

2. Μετασχηµατίζουµε το πρωτότυπο βαθυπερατό σε βαθυπερατό φίλτρο µε συχνό-

τητα στο όριο της ζώνης διέλευσης ίση µε . Για να εκφράσουµε όµως

το µετασχηµατισµό από βαθυπερατό σε βαθυπερατό της σχέσης (5.15), πρέπει

να γνωρίζουµε τη συχνότητα Ωp του πρωτότυπου φίλτρου, δηλαδή του φίλτρου

που έχει Ωc = 1. Αυτό µπορεί εύκολα να γίνει µε βάση τη σχέση (5.5α) και το

γεγονός ότι Ν = 3.

Εφαρµόζοντας τη σχέση (5.15) έχουµε:
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Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στην τελευταία σχέση:

Η σχέση αυτή αποτελεί τη συνάρτηση µεταφοράς του ζητούµενου IIR ψηφιακού

φίλτρου.

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τρεις διαφορετικές µεθόδους για το σχεδιασµό IIR

ψηφιακών φίλτρων. Η πρώτη ήταν η γραφική µέθοδος κατά την οποία ο προσδιο-

ρισµός της συνάρτησης µεταφοράς του φίλτρου γίνεται µε απευθείας τοποθέτηση

των πόλων και µηδενικών πάνω στο επίπεδο–z. Η δεύτερη µέθοδος ήταν εκείνη της

αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης. Σύµφωνα µε αυτή, το φίλτρο που σχεδιάζου-

µε έχει κρουστική απόκριση τη δειγµατοληπτηµένη κρουστική απόκριση του επι-

θυµητού αναλογικού φίλτρου. ∆ιαπιστώσαµε ότι η µέθοδος αυτή είναι κατάλληλη

για το σχεδιασµό κυρίως βαθυπερατών καθώς και ορισµένων ζωνοδιαβατών φίλ-

τρων. Τέλος, η τρίτη µέθοδος ήταν εκείνη του διγραµµικού µετασχηµατισµού. Πρό-

κειται για έναν µετασχηµατισµό κατά τον οποίο το αριστερό ηµιπεπίπεδο του επι-

πέδου–s απεικονίζεται µη γραµµικά, αλλά όµως µε µία ένα–προς–ένα απεικόνιση,

στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου του επιπέδου–z. Η µέθοδος είναι κατάλλη-

λη για τη σχεδίαση φίλτρων οποιουδήποτε τύπου.

5.3 ÀÏÔÔ›ËÛË IIR „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Στην προηγούµενη ενότητα µελετήσαµε τις τεχνικές σχεδίασης των IIR ψηφιακών

φίλτρων και µάθαµε να προσδιορίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς και την εξίσωση
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διαφορών LTI συστηµάτων διακριτού χρόνου. Το τελευταίο στάδιο είναι η υλοποί-

ηση των φίλτρων αυτών, ώστε να επιτελέσουν το σκοπό για τον οποίο αυτά σχεδιά-

στηκαν. Η υλοποίηση των IIR φίλτρων, όπως και αυτή των FIR φίλτρων, µπορεί να

γίνει είτε σε κυκλωµατική µορφή (hardware), είτε µε προγραµµατισµό (software)

ενός υπολογιστικού συστήµατος γενικού ή ειδικού σκοπού.

Γενικά, η εξίσωση διαφορών ενός φίλτρου είναι µια υπολογιστική διαδικασία (ένας

αλγόριθµος) για τον υπολογισµό της ακολουθίας εξόδου y(n) του συστήµατος, από

την ακολουθία εισόδου x(n). Όµως, όπως είδαµε και στην ενότητα 3.4.4, οι υπολο-

γισµοί αυτοί µπορούν να γίνουν µε ένα διαφορετικό, αλλά ισοδύναµο, σύνολο εξι-

σώσεων διαφορών. Κάθε ένα τέτοιο σύνολο εξισώσεων ορίζει µια υπολογιστική δια-

δικασία ή έναν αλγόριθµο για την υλοποίηση του συστήµατος. Για κάθε ένα σύνο-

λο εξισώσεων µπορούµε να σχεδιάσουµε ένα διάγραµµα βαθµίδων το οποίο να απο-

τελείται από στοιχεία καθυστέρησης, πολλαπλασιαστές και αθροιστές. Αυτό το διά-

γραµµα βαθµίδων το χαρακτηρίσαµε ως δοµή πραγµατοποίησης(realisation structure)

του συστήµατος. Στην περίπτωση κατά την οποία το σύστηµα (φίλτρο) υλοποιηθεί

προγραµµατιστικά (software), το διάγραµµα βαθµίδων ή ισοδύναµα το σύνολο των

εξισώσεων διαφορών, µετατρέπεται σε ένα σύνολο εντολών (πρόγραµµα) το οποίο

«τρέχει» στο συγκεκριµένο υπολογιστικό σύστηµα.

Το ερώτηµα, βέβαια, που µπορεί να γεννηθεί στον αναγνώστη είναι το γιατί θα πρέπει

να έχουµε διαφορετικές δοµές πραγµατοποίησης ενός φίλτρου, για παράδειγµα, άµεση

µορφή τύπου 1 ή 2 (Σχήµα 3.5), σε σειρά ή παράλληλη (Σχήµα 3.6), από τη στιγµή

που έχουµε σχεδιάσει το φίλτρο, γνωρίζουµε τους συντελεστές του και κατά συνέπεια

µπορούµε να υλοποιήσουµε την εξίσωση διαφορών που έχει προκύψει ως έχει.

Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό είναι ότι οι διάφορες δοµές πραγµατοποίησης παρου-

σιάζουν διαφορετικά χαρακτηριστικά ως προς την απαιτούµενη υπολογιστική πολυ-

πλοκότητα (computational complexity), τη µνήµη (memory) και τα προβλήµατα λόγω

του πεπερασµένου µήκους λέξης (finite wordlength effects).

Όταν λέµε υπολογιστική πολυπλοκότητα εννοούµε το πλήθος των αριθµητικών πρά-

ξεων (πολλαπλασιασµών, διαιρέσεων και προσθέσεων) οι οποίες απαιτούνται για

τον υπολογισµό κάθε δείγµατος εξόδου y(n). Πριν από λίγα χρόνια, αυτές οι τρεις

πράξεις ήταν οι µοναδικές που χρησιµοποιούσαµε για να µετρήσουµε την υπολογι-

στική πολυπλοκότητα. Στις µέρες µας όµως, µε την εντυπωσιακή πρόοδο που έχει

συντελεστεί στο σχεδιασµό και την κατασκευή πολύπλοκων και αποτελεσµατικών

προγραµµατιζόµενων ολοκληρωµένων κυκλωµάτων ψηφιακής επεξεργασίας σήµα-

τος (digital signal processors, DSPs), άλλοι παράγοντες παίζουν επίσης ρόλο στον
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προσδιορισµό της υπολογιστικής πολυπλοκότητας, όπως για παράδειγµα, το πλήθος

των προσπελάσεων της µνήµης ή το πλήθος των συγκρίσεων δύο αριθµών.

Όταν λέµε µνήµη εννοούµε το πλήθος των θέσεων µνήµης που απαιτούνται για την

αποθήκευση των δειγµάτων εισόδου και εξόδου, των παραµέτρων του συστήµατος,

καθώς και των ενδιάµεσων αποτελεσµάτων που τυχόν προκύπτουν.

Τέλος, τα προβλήµατα λόγω του πεπερασµένου µήκους λέξης,ή αλλιώς λόγω της πεπε-

ρασµένης ακριβείας, αναφέρονται στα φαινόµενα κβάντισης τα οποία ενυπάρχουν σε

οποιαδήποτε ψηφιακή υλοποίηση ενός συστήµατος είτε κυκλωµατική, είτε προ-

γραµµατιστική. Οι παράµετροι του συστήµατος πρέπει απαραίτητα να αναπαραστα-

θούν µε πεπερασµένη ακρίβεια. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν στη διαδικασία

υπολογισµού κάθε δείγµατος εξόδου του συστήµατος, πρέπει να στρογγυλευθούν

(rounded) ή να αποκοπούν (truncated) στο κατάλληλο µήκος λέξης (κατάλληλη ακρί-

βεια) που επιβάλλει ο υπολογιστής ή το κύκλωµα που χρησιµοποιούµε για την υλο-

ποίηση. Όλα αυτά είναι προβλήµατα τα οποία επηρεάζουν σηµαντικά την τελική µας

απόφαση σχετικά µε το ποια δοµή πραγµατοποίησης θα πρέπει να επιλέξουµε. Απο-

δεικνύεται ότι οι διαφορετικές δοµές πραγµατοποίησης ενός συστήµατος, ενώ είναι

ισοδύναµες στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε άπειρη ακρίβεια, παρουσιάζουν

πολύ διαφορετική συµπεριφορά µεταξύ τους για πεπερασµένη ακρίβεια.

5.3.1 ¶ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ·ÎÚ›‚ÂÈ· Î·È ˘ÏÔÔ›ËÛË IIR „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Όπως αναφέραµε προηγουµένως, η πεπερασµένη ακρίβεια κατά την υλοποίηση ενός

φίλτρου εισάγει σφάλµατα τα οποία υποβαθµίζουν την απόδοση του φίλτρου ή και

οδηγούν σε αστάθεια του όλου συστήµατος. Για να γίνει κατανοητό αυτό, ας δούµε

το επόµενο παράδειγµα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.8

Η συνάρτηση µεταφοράς ενός αιτιατού IIR φίλτρου δεύτερης τάξης είναι:

H(z) = 1/(1 – 1,845z–1 + 0,850586z–2)

Να εξεταστεί η ευστάθεια του φίλτρου. Να επαναληφθεί η διαδικασία στην περί-

πτωση που οι συντελεστές αναπαριστάνονται µε ακρίβεια δύο δεκαδικών ψηφίων.

Λύση

Η παραγοντοποίηση του παρανοµαστή οδηγεί στην ισοδύναµη µορφή για τη συνάρ-

τηση µεταφοράς H(z) = 1/(1 – 0,902z–1)(1 – 0,943z–1). Το σύστηµα έχει δύο πραγµα-

τικούς πόλους στα σηµεία z = 0,902 και z = 0,943. Αφού το µέτρο κάθε πόλου είναι

1 9 35 . 3  À § √¶√π∏™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡
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µικρότερο της µονάδας, δηλαδή οι πόλοι βρίσκονται στο εσωτερικό του µοναδιαίου

κύκλου στο επίπεδο–z, το σύστηµα είναι ευσταθές. Παρατηρήστε ότι η κρουστική

απόκριση h(n) του συστήµατος είναι φθίνουσα (Σχήµα 5.11α), όπως ακριβώς απαι-

τείται για ένα ευσταθές σύστηµα. Ας στρογγυλεύσουµε τώρα τους συντελεστές της

H(z) στα δύο δεκαδικά ψηφία. Αυτή γίνεται H(z) = 1/(1 – 1,85z–1 + 0,85z–2) ή µετά

την παραγοντοποίηση H(z) = 1/(1 – z–1)(1 – 0,85z–1). Παρατηρούµε ότι η νέα συνάρ-

τηση έχει πόλους στα σηµεία z = 1 και z = 0,85. Ο ένας πόλος βρίσκεται πάνω στον

µοναδιαίο κύκλο µε συνέπεια το σύστηµα να µην είναι πλέον ευσταθές! Πράγµατι,

σχεδιάζοντας και πάλι την κρουστική απόκριση h(n) του νέου συστήµατος (Σχήµα

5.11β), παρατηρούµε ότι αυτή πολύ σύντοµα αυξάνεται µέχρι να φτάσει σε µια στα-

θερή τιµή, στην οποία και παραµένει. Κατά συνέπεια, η κρουστική απόκριση δεν είναι

αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή (σχέση 3.52) και το σύστηµα δεν είναι ευσταθές.
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Κρουστική από-
κριση του συστή-
µατος του Παρα-
δείγµατος 5.8 για

ακρίβεια των
συντελεστών (α)

άπειρη και (β) δύο
δεκαδικών
ψηφίων.

Από το παράδειγµα αυτό έγινε φανερό ότι τα σφάλµατα λόγω της κβάντισης των

συντελεστών του φίλτρου, µπορούν να επηρεάσουν δραστικά τη συµπεριφορά του.

Αποδεικνύεται ότι η ευαισθησία της απόκρισης συχνότητας ενός φίλτρου, στην κβά-

ντιση των συντελεστών του φίλτρου, µπορεί να ελαχιστοποιηθεί αν πραγµατοποιή-

σουµε το υψηλής τάξης φίλτρο, (δηλαδή το φίλτρο µε πολλούς πόλους και µηδενικά),

ως συνδυασµό δοµών δεύτερης τάξης σε σειρά ή παράλληλα (βλ. υποενότητα 3.4.4).

Γενικά, τα σφάλµατα στα IIR είναι τριών ειδών:

1. Σφάλµατα λόγω κβάντισης των συντελεστών του φίλτρου.

2. Σφάλµατα λόγω υπερχείλισης (overflow), τα οποία προέρχονται από τις προσθέ-

σεις των µερικών αποτελεσµάτων σε καταχωρητές περιορισµένου µήκους.

3. Σφάλµατα λόγω στρογγύλευσης των γινοµένων, τα οποία προέρχονται από την

στρογγύλευση ή αποκοπή των ενδιάµεσων αριθµητικών πράξεων στο διαθέσιµο

µήκος λέξης.

Ειδικά για τα επαναληπτικά φίλτρα που µελετάµε, οι µη γραµµικότητες οι οποίες
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οφείλονται στις πράξεις µε πεπερασµένη ακρίβεια, προκαλούν συνήθως κάποιες

περιοδικές ταλαντώσεις στην έξοδο, ακόµη και όταν η είσοδος είναι µηδέν ή έχει

µια σταθερή τιµή. Αυτές οι ταλαντώσεις ονοµάζονται οριακοί κύκλοι (limit cycles)

και οφείλονται στα σφάλµατα στρογγύλευσης των γινοµένων και στα σφάλµατα

υπερχείλισης κατά την πρόσθεση.

Το κατά πόσο καθένα από τα σφάλµατα αυτά επηρεάζει την τελική συµπεριφορά

ενός φίλτρου, εξαρτάται από: (α) το µήκος λέξης και τον τύπο της αριθµητικής που

χρησιµοποιείται για την υλοποίηση, (β) τη µέθοδο κβάντισης των συντελεστών (λ.χ.

στρογγύλευση ή αποκοπή) και (γ) τη δοµή πραγµατοποίησης του φίλτρου.

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή είδαµε ότι τα σφάλµατα που παρουσιάζονται λόγω της πεπερα-

σµένης ακρίβειας αποτελούν ένα καθοριστικό παράγοντα στην επιλογή του τρόπου

υλοποίησης ενός IIR φίλτρου. Τα σφάλµατα αυτά αφορούν την κβάντιση των συντε-

λεστών του φίλτρου, την υπερχείλιση κατά την εκτέλεση των προσθέσεων και τη

στρογγύλευση κατά τον υπολογισµό των γινοµένων. Ως γενικό κανόνα, είδαµε ότι

τα υψηλής τάξης IIR ψηφιακά φίλτρα, θα πρέπει να υλοποιούνται ως συνδυασµός

δοµών δεύτερης τάξης, για την ελαχιστοποίηση των παραπάνω σφαλµάτων.

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε τα ψηφιακά φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρι-

σης (IIR). Η µελέτη αυτή αφορούσε κυρίως τη σχεδίαση και την υλοποίηση τέτοι-

ων φίλτρων. Είδαµε ότι από όλες τις µεθόδους σχεδίασης IIR ψηφιακών φίλτρων,

η πλέον συστηµατική και γενική, δηλαδή η πλέον κατάλληλη για οποιοδήποτε τύπο

φίλτρου, είναι η µέθοδος του διγραµµικού µετασχηµατισµού. Με τη µέθοδο αυτή

επιτυγχάνεται µια ένα–προς–ένα, αλλά µη γραµµική, απεικόνιση του φανταστικού

άξονα του επιπέδου–s στην περιφέρεια του µοναδιαίου κύκλου του επιπέδου– z.

Επίσης, µε τη µέθοδο αυτή από ευσταθή αναλογικά φίλτρα καταλήγουµε σε ευστα-

θή ψηφιακά φίλτρα.

Η ανάγκη σχεδίασης φίλτρων µε τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού µάς

οδήγησε στο να κάνουµε µια µικρή αναφορά στα αναλογικά φίλτρα. Έτσι, γνωρί-

σαµε τα φίλτρα Butterworth, τα φίλτρα Chebyshev και τα Ελλειπτικά φίλτρα, καθώς

και τους αναλογικούς µετασχηµατισµούς συχνότητας, ώστε από ένα πρωτότυπο

βαθυπερατό φίλτρο να µπορούµε να παίρνουµε το επιθυµητό υψηπερατό, ζωνο-

1 9 5™ À ¡ √æ∏ ∫∂º∞§∞π√À
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διαβατό ή απόρριψης ζώνης φίλτρο.

Τέλος, γνωρίσαµε τα σχετικά µε την υλοποίηση των IIR ψηφιακών φίλτρων που

σχεδιάσαµε. Είδαµε ότι, κυρίως λόγω της πεπερασµένης ακρίβειας, το ψηφιακό

σύστηµα µπορεί να µη συµπεριφέρεται όπως αρχικά είχε σχεδιαστεί. Ένα από τα

βασικά µέτρα που πρέπει να λάβουµε, για να ελαχιστοποιήσουµε τα σφάλµατα

λόγω πεπερασµένης ακριβείας, είναι να υλοποιήσουµε τα υψηλής τάξης φίλτρα ως

συνδυασµό (σε σειρά ή παράλληλα) δοµών δεύτερης τάξης.

BÈ‚ÏÈÔÁÚ·Ê›· ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

•∂¡√°§ø™™∏
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edition, Pearson Education Limited, 2002.
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J.P.Proakis, D.G.Manolakis, Digital Signal Processing: Principles, Algorithms and

Applications, Third Edition, Prentice Hall, 1996.

Στο βιβλίο αυτό θα βρείτε µια πολύ καλή παρουσίαση όλων των µεθόδων σχεδία-

σης IIR ψηφιακών φίλτρων. Επίσης γίνεται µια εξαιρετική παρουσίαση των ανα-

λογικών φίλτρων.

R.D.Strum, D.E.Kirk, First Principles of Discrete Systems and Digital Signal

Processing, Addison–Wesley Publishing Company, 1988 .

Μια εκτεταµένη αναφορά στα αναλογικά φίλτρα και στις µεθόδους σχεδίασης IIR φίλ-

τρων, µε πολλά παραδείγµατα, γίνεται στο δέκατο κεφάλαιο αυτού του βιβλίου.
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Aliasing Φαινόµενο χαµηλού (ανεπαρκούς) ρυθµού

δειγµατοληψίας

Analog filter Αναλογικό φίλτρο

Bandpass filter Ζωνοδιαβατό φίλτρο

Bandstop filter Φίλτρο απόρριψης ζώνης

Bilinear transformation ∆ιγραµµικός µετασχηµατισµός

Cascade realisation Πραγµατοποίηση σε σειρά

Computational complexity Υπολογιστική πολυπλοκότητα

Elliptic Ελλειπτικός

Finite wordlength effects Φαινόµενα πεπερασµένου µήκους λέξης

FIR, Finite Impulse Response Πεπερασµένη κρουστική απόκριση

Frequency warping Στρέβλωση συχνότητας

Highpass filter Υψηπερατό φίλτρο

IIR, Infinite Impulse Response Άπειρη κρουστική απόκριση

Implementation Υλοποίηση

Impulse invariance method Μέθοδος αµετάβλητης κρουστικής

Limit cycles Οριακοί κύκλοι

Lowpass filter Βαθυπερατό φίλτρο

Parallel realisation Παράλληλη πραγµατοποίηση

Prewarping Αντιστάθµιση στρέβλωσης

Prototype Πρωτότυπο

Realisation structure ∆οµή πραγµατοποίησης

Recursive Επαναληπτικός, αναδροµικός

Rounding Στρογγύλευση

Truncation Αποκοπή

1 9 7∞ ¶√¢√™∏ ∞°°§π∫ø¡ √ƒø¡ ™∆∏¡ ∂§§∏¡π∫∏
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EÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ „ËÊÈ·Î‹ ÂÈÎfiÓ·

™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται περιγραφή των βασικών χαρακτηριστικών των ψηφιακών

εικόνων. Τις ψηφιακές εικόνες θα τις θεωρήσουµε ως ψηφιακά σήµατα στις δύο δια-

στάσεις. Θα γνωρίσουµε επίσης στοιχεία από τη λειτουργία του ανθρώπινου συστή-

µατος όρασης, τα οποία θα βοηθήσουν στην καλύτερη κατανόηση της πληροφορίας

που περιέχει η ψηφιακή εικόνα. Έµφαση θα δώσουµε στα είδη των πράξεων που µπο-

ρούν να γίνουν σε µία ψηφιακή εικόνα. Θα δούµε επίσης τι είναι φάσµα µιας εικό-

νας, τον τρόπο που υπολογίζεται και τη σηµασία της φάσης στη σωστή αναπαράστα-

ση της πληροφορίας που περιέχει η εικόνα. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Εκτιµάτε το µέγεθος µιας ψηφιακής εικόνας

• Αναγνωρίζετε τον τύπο (format) µε τον οποίο είναι αποθηκευµένη σε αρχείο µία

εικόνα

• Κατανοείτε τη συµπεριφορά του ανθρώπινου συστήµατος όρασης στις διαφορετι-

κές αποχρώσεις της αµαύρωσης 

• Εκτελείτε απλές πράξεις πάνω σε ψηφιακές εικόνες

• Εκτιµάτε το πλήθος των υπολογισµών που απαιτούνται για µία συγκεκριµένη δια-

δικασία επεξεργασίας της ψηφιακής εικόνας

• Κατανοείτε το φάσµα της εικόνας και τον σηµαντικό ρόλο που παίζει η φάση του

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Εικονοστοιχείο

• ∆ιαβαθµίσεις της αµαύρωσης

• ∆ισδιάστατη µοναδιαία κρούση

• ∆ισδιάστατη κρουστική γραµµή

• ∆ισδιάστατη βαθµίδα

• Απόκτηση της εικόνας

6∫ ∂ º∞§∞π√
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• Αποκατάσταση της εικόνας

• Βελτίωση της εικόνας

• Ανάλυση της εικόνας

• Τεχνητή όραση

• Φωτεινότητα

• Λαµπρότητα

• Συνάρτηση µεταφοράς διαµόρφωσης

• Τοπικές πράξεις

• Καθολικές πράξεις

• Πράξεις σηµείου

• Γεωµετρικές πράξεις

• Χωρικές συχνότητες

• Φάσµα εικόνας

• Φάση του Φάσµατος της εικόνας

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Η ψηφιακή εικόνα είναι ένα από τα δισδιάστατα ψηφιακά σήµατα που παρουσιάζουν

σηµαντικό ενδιαφέρον στη σύγχρονη κοινωνία της πληροφορίας. Στο κεφάλαιο αυτό

θα γνωρίσουµε τα στοιχειώδη συστατικά της ψηφιακής εικόνας, όπως είναι το εικο-

νοστοιχείο, το µέγεθος της εικόνας, οι πράξεις που µπορούµε να κάνουµε πάνω σε

αυτή καθώς και το πλήθος των υπολογισµών που απαιτούνται. Θα γνωρίσουµε επί-

σης πώς είναι το φάσµα µιας εικόνας και τον τρόπο που αυτό µπορεί να υπολογιστεί.

Τέλος, θα γνωρίσουµε στοιχεία από τον τρόπο λειτουργίας του ανθρώπινου οπτικού

συστήµατος. Περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης µπορεί να βρει στις αναφο-

ρές της ελληνικής και της ξενόγλωσσης βιβλιογραφίας. 

Το κεφάλαιο αυτό περιλαµβάνει τις ακόλουθες ενότητες:

6.1. Η ψηφιακή εικόνα.

6.2. Η φυσιολογία της όρασης.

6.3. Είδη πράξεων στην επεξεργασία της ψηφιακής εικόνας.

6.4. Το φάσµα της εικόνας.
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6.1 H „ËÊÈ·Î‹ ÂÈÎfiÓ·

Η εικόνα αποτελεί στην εποχή µας µία από τις σηµαντικότερες πηγές πληροφορίας.

Τη συναντούµε ως εικόνα ακίνητη (φωτογραφία) ή κινούµενη (τηλεόραση), ασπρό-

µαυρη ή έγχρωµη. Η ψηφιακή εικόνα αποτελεί ό,τι πιο σύγχρονο, τόσο στο χώρο

της ενηµέρωσης (Internet) και της εκπαίδευσης (multimedia), όσο και στο χώρο του

θεάµατος και της ψυχαγωγίας (ψηφιακή τηλεόραση, DVD κτλ.). Στην παράγραφο

αυτή θα µελετήσουµε εισαγωγικά θέµατα που αφορούν την ψηφιακή εικόνα. 

6.1.1 ∏ ÂÈÎfiÓ· ˆ˜ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙÔ Û‹Ì·

Μέχρι το προηγούµενο κεφάλαιο είχαµε θεωρήσει τα σήµατά µας ως συναρτήσεις

µιας µόνο ανεξάρτητης µεταβλητής, του χρόνου. Η ανάγκη για επεξεργασία της πλη-

ροφορίας της εικόνας οδηγεί κατ’ αρχήν στη µαθηµατική περιγραφή του περιεχο-

µένου της. Έτσι, την ασπρόµαυρη εικόνα µπορούµε να τη δούµε ως µία δισδιάστα-

τη συνάρτηση των συντεταγµένων του χώρου x και y: 

(6.1)

Αυτό σηµαίνει ότι η f περιγράφει µία επιφάνεια, η οποία έχει µεγάλη τιµή όπου η

εικόνα είναι πιο λευκή, ενώ για µικρές τιµές της f η εικόνα πλησιάζει το µαύρο. Στην

ουσία η f περιγράφει την αµαύρωση της εικόνας σε κάθε θέση (x,y). Η αναπαρά-

σταση αυτή φαίνεται στο Σχήµα 6.1, όπου παρουσιάζεται η εικόνα τµήµατος προ-

σώπου και η αντίστοιχη συνάρτηση της αµαύρωσης f. 

  f f x y→ ( , )

2 0 16 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

™¯‹Ì· 6.1

Η εικόνα προσώ-
που και η αντί-
στοιχη δισδιάστα-
τη συνάρτηση της
αµαύρωσης. 
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Στην πράξη, κάθε εικόνα για να υποστεί ψηφιακή επεξεργασία θα πρέπει κατ’ αρχήν

να µετατραπεί σε ψηφιακή. Η διαδικασία αυτή είναι περίπου η ίδια όπως και στην

περίπτωση του µονοδιάστατου σήµατος. Έτσι, θα πρέπει να λάβουµε ισαπέχοντα

δείγµατα της συνάρτησης f(x,y) στις διευθύνσεις x και y. Η πυκνότητα µε την οποία

θα ληφθούν τα δείγµατα καθορίζεται και στην περίπτωση αυτή (δισδιάστατη συνάρ-

τηση στο χώρο) από το θεώρηµα δειγµατοληψίας: 

Η απόσταση δύο διαδοχικών δειγµάτων στο επίπεδο (x,y) θα πρέπει να είναι µικρότε-

ρη από την ηµιπερίοδο των ταχύτερων εναλλαγών της συνάρτησης f(x,y). 

Με άλλα λόγια, θα πρέπει να λαµβάνουµε τα δείγµατα αρκετά πυκνά, ώστε να προ-

λαβαίνουµε τις γρήγορες εναλλαγές της αµαύρωσης της εικόνας. Στη συνέχεια τα

δείγµατα θα πρέπει να κβαντιστούν σε πεπερασµένο αριθµό σταθµών. Συνήθως οι

στάθµες που χρησιµοποιούνται είναι 256 (28). Στη στάθµη 255 αντιστοιχούµε το

λευκό ενώ στη στάθµη 0 το µαύρο. Έτσι, ένας δυαδικός αριθµός των 8 bits (1 byte)

επαρκεί για να περιγράψουµε την τιµή της αµαύρωσης ενός δείγµατος της εικόνας,

που καλείται και «εικονοστοιχείο» (picture element – pixel). Στην τελική της µορφή

µία ασπρόµαυρη ψηφιακή εικόνα θα είναι όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.2.

™¯‹Ì· 6.2

Η ψηφιακή εικόνα
αποτελείται από

µικρές κουκίδες τα
εικονοστοιχεία

(pixels). Τα λευκά
εικονοστοιχεία

αντιστοιχούν στο
255 ενώ τα µαύρα
στο 0. Καθένα από
τα εικονοστοιχεία
είναι ένα δείγµα

από τη συνάρτηση
f(x,y) που αντι-

στοιχεί στην ανα-
λογική εικόνα. 

Η ψηφιακή εικόνα της µορφής του σχήµατος 6.2 παριστάνεται µαθηµατικά ως η κβα-

ντισµένη σε πλάτος συνάρτηση 

(6.2)  f f n nq→ ( , )1 2

f(x,y)→fq(n1,n2)
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όπου οι διακριτές χωρικές µεταβλητές n1 και n2 αντιστοιχούν στις συνεχείς χωρικές

µεταβλητές x και y. Στη γενική περίπτωση, η µέγιστη τιµή του n1 είναι M και του n2

είναι Ν. Έτσι, µπορούµε να θεωρήσουµε την ψηφιακή εικόνα ως µία µήτρα αριθµών

διαστάσεων M × Ν, που καθένας από αυτούς εκπροσωπεί την τιµή του αντίστοιχου

εικονοστοιχείου. Για παράδειγµα, η εικόνα του Σχήµατος 6.2 αποτελείται από

M × Ν = 25 × 25 = 625 εικονοστοιχεία. 

Σε ειδικού τύπου εικόνες, όπως είναι το κείµενο ή το σχέδιο, αρκούν δύο µόνο στάθ-

µες, οι 0 και 1, που αντιστοιχούν στο µαύρο και το λευκό. Στην περίπτωση αυτή ένα

µόνο δυαδικό ψηφίο είναι αρκετό για να αναπαραστήσει την πληροφορία. Μία τέτοι-

ου τύπου εικόνα απεικονίζεται στο Σχήµα 6.3.

2 0 36 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

™¯‹Ì· 6.3

Χειρόγραφη λέξη όπου η πληροφορία έχει καταγραφεί µόνο µε
µαύρα και λευκά εικονοστοιχεία (0 και 1).

Σε περίπτωση που η εικόνα είναι έγχρωµη τότε σε κάθε θέση (n1,n2) η f έχει τρεις

τιµές (άνυσµα), οι οποίες αντιστοιχούν στις τιµές των χρωµάτων κόκκινο, πράσινο

και µπλε (Red, Green and Blue – RGB). Όταν, τέλος, έχουµε διαδοχή εικόνων η

συνάρτηση f έχει µία επιπλέον µεταβλητή, το χρόνο t. Το σήµα είναι διακριτό και ως

προς το χρόνο (t→n3): 

(6.3)

Αυτό σηµαίνει ότι κάθε εικόνα απέχει χρονικά από την άλλη κάποιο χρονικό διά-

στηµα. Το διάστηµα αυτό θα πρέπει να είναι αρκετά µικρό, περίπου 1/30 sec, για να

γίνει δυνατή η παρουσίαση της κίνησης. Η συνάρτηση αυτή στον τρισδιάστατο χώρο

(x,y,t) φαίνεται στο Σχήµα 6.4.

  f f n n nq→ ( , , )1 2 3

y
t

x

™¯‹Ì· 6.4

Η διαδοχική
παρουσίαση εικό-
νων που δίνει την
αίσθηση της κίνη-
σης µπορεί να
παρασταθεί µαθη-
µατικά ως συνάρ-
τηση τριών µετα-
βλητών. 
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6.1.2 ™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·Ù· „ËÊÈ·Î¿ Û‹Ì·Ù·

Ένα δισδιάστατο ψηφιακό σήµα µπορεί να παρασταθεί γραφικά όπως φαίνεται στο

Σχήµα 6.5α. Το σήµα έχει τιµή µόνο για τα σηµεία του πλέγµατος (κβάντιση των x

και y) καθώς επίσης και κβαντισµένο πλάτος. Τα πλέον στοιχειώδη δισδιάστατα

ψηφιακά σήµατα είναι η δισδιάστατη κρουστική δ(n1,n2) (Σχήµα 6.5β): 

(6.4)

η δισδιάστατη κρουστική γραµµή δ(n1) ή δ(n2) (Σχήµα 6.5γ και 6.5δ) 

(6.5)

καθώς και η δισδιάστατη βηµατική u(n1,n2) (Σχήµα 6.5ε):

(6.6)

Χρησιµοποιώντας τα στοιχειώδη αυτά σήµατα µπορούµε να εκφράσουµε κάθε δισ-

διάστατο ψηφιακό σήµα ως γραµµικό συνδυασµό τους. Έτσι, για το σήµα f(n1,n2)

ισχύει:

(6.7)

Το σήµα f(n1,n2), δηλαδή, είναι γραµµικός συνδυασµός δισδιάστατων κρουστικών.

Μία πολύ σηµαντική ιδιότητα που είναι επιθυµητή για τα δισδιάστατα ψηφιακά σήµα-

τα είναι η διαχωρισιµότητα. Η ιδιότητα αυτή συνεπάγεται τη µαθηµατική έκφραση

ενός δισδιάστατου σήµατος f(n1,n2) ως γινοµένου δύο µονοδιάστατων σηµάτων:

(6.8)

Την ιδιότητα αυτή την έχει τόσο η δ(n1,n2), όσο και η u(n1,n2).
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Όπως προαναφέρθηκε, η εικόνα θεωρείται ως η κατανοµή της πληροφορίας (βαθµός

αµαύρωσης ή χρώµα) στο επίπεδο (x,y). Τα περισσότερα οπτικά συστήµατα (φωτο-

γραφικές µηχανές, βιντεοκάµερες) αποδίδουν αναλογικές εικόνες, δηλαδή, εικόνες

όπου οι συντεταγµένες (x,y) αλλά και ο βαθµός αµαύρωσης f είναι συνεχείς ποσότη-

τες. Αντίθετα, οι ψηφιακές εικόνες, που πρόκειται να αποθηκευτούν στη µνήµη του

υπολογιστή, ή να τύχουν επεξεργασίας από αυτόν, έχουν τιµή µόνο σε διακριτό αριθ-

µό συντεταγµένων (n1,n2), που αποτελούν και τις θέσεις των εικονοστοιχείων. Επί-

σης, κάθε εικονοστοιχείο λαµβάνει πεπερασµένο αριθµό τιµών αµαύρωσης. 

Ο προσανατολισµός των συντεταγµένων σε µία ψηφιακή εικόνα µπορεί να είναι

αυθαίρετος. Στις περισσότερες όµως περιπτώσεις και κυρίως στις ποικίλες εφαρµο-

γές λογισµικού που κυκλοφορούν στο εµπόριο, η αρχή των συντεταγµένων (n1,n2)

= (1,1) λαµβάνεται στην επάνω αριστερή γωνία της εικόνας (Σχήµα 6.6).

2 0 56 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

(α)
(β)

(γ) (δ) (ε)

™¯‹Ì· 6.5

α) Η µορφή ενός
δισδιάστατου
ψηφιακού σήµα-
τος. β) ∆ισδιάστα-
τη κρουστική. γ)
και δ) δισδιάστατη
κρουστική γραµµή.
ε) ∆ισδιάστατη
βηµατική. 

Eικονοστοιχείο (1,1)
n1

n2

™¯‹Ì· 6.6

Συνήθως τα εικο-
νοστοιχεία σε µία
ψηφιακή εικόνα
είναι διατεταγµένα
σε σειρές και στή-
λες µε πρώτο αυτό
της επάνω αριστε-
ρής γωνίας.

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 205



2 0 6 K E º A § A I O  6 :  E π™∞°ø°∏ ™∆∏¡ æ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

Καθένα εικονοστοιχείο έχει τις δικές του συντεταγµένες. Συνεπώς, µία εικόνα που

έχει M εικονοστοιχεία στη διεύθυνση n1 και N στη διεύθυνση n2, περιέχει συνολικά

Ν × M εικονοστοιχεία. Το µέγεθος της πληροφορίας της εικόνας είναι γενικά µεγά-

λο. Ακόµα και µικρές σε διαστάσεις εικόνες περιέχουν µεγάλο αριθµό εικονοστοι-

χείων, γεγονός που καθιστά χρονοβόρα την ψηφιακή τους επεξεργασία. Για το λόγο

αυτό, ο έλεγχος αλγορίθµων επεξεργασίας εικόνας γίνεται αρχικά σε ένα µικρό

τµήµα της εικόνας. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.1

Μία εικόνα µε διαστάσεις 1.000 × 1.000 έχει συνολικά 1.000.000 εικονοστοιχεία. Η

επεξεργασία του πλήθους των εικονοστοιχείων αυτών µε πολύπλοκους αλγόριθµους

απαιτεί µεγάλο πλήθος υπολογισµών. Πόσο λιγότεροι υπολογισµοί θα χρειαστούν

αν δοκιµάσει κανείς τους αλγορίθµους αυτούς σε ένα τµήµα της εικόνας µεγέθους

50 × 50 εικονοστοιχείων; 

Λύση

Το τµήµα αυτό της εικόνας περιέχει 50 × 50 = 2.500 εικονοστοιχεία, δηλαδή τετρακό-

σιες φορές λιγότερα απ’ ότι σε ολόκληρη την εικόνα. Έτσι, οι απαιτούµενοι υπολογι-

σµοί είναι τετρακόσιες φορές λιγότεροι. Από άποψη χρόνου, αν ολόκληρη η εικόνα

απαιτούσε µία ολόκληρη ώρα για τη συγκεκριµένη ψηφιακή επεξεργασία, η δοκιµή των

αλγορίθµων µόνο στο συγκεκριµένο τµήµα της χρειάζεται εννέα µόλις δευτερόλεπτα.

Ποιος είναι ο αριθµός των εικονοστοιχείων µιας εικόνας µεσαίων διαστάσεων;

Πόσο χώρο στη µνήµη του υπολογιστή απαιτεί η εικόνα αυτή αν η πληροφορία

κάθε εικονοστοιχείου είναι κωδικοποιηµένη µε δυαδικό αριθµό του ενός byte;

Πόσος είναι ο χώρος αυτός αν η ίδια η εικόνα είναι έγχρωµη; 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.1

Μία τυπική εικόνα µεσαίων διαστάσεων έχει πλήθος εικονοστοιχείων 512 × 512 =

262144. Αν κάθε εικονοστοιχείο χρειάζεται ένα byte µνήµης για αποθήκευση (µε

ένα byte µπορούν να αναπαρασταθούν 256 διαβαθµίσεις του γκρίζου), τότε η συνο-

λική εικόνα απαιτεί 262.144 bytes ή 0,25 Mbytes µνήµης. Στην περίπτωση που η

εικόνα είναι έγχρωµη, κάθε εικονοστοιχείο θέλει 3 bytes για αποθήκευση (1 για κάθε

χρώµα από τα κόκκινο, πράσινο και µπλε). Για ολόκληρη την εικόνα χρειάζονται

συνολικά 0,75 Mbytes µνήµης.
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Οι σύγχρονες οθόνες των υπολογιστών έχουν τη δυνατότητα να επιδείξουν ψηφια-

κές εικόνες µεγάλων διαστάσεων. Η δυνατότητα αυτή συνδέεται άµεσα µε την ανά-

λυση της οθόνης, ή αλλιώς µε τον αριθµό των εικονοστοιχείων που µπορούν να

εµφανίσουν. Η απλούστερη έγχρωµη οθόνη, µε τη συνοδεία των αντίστοιχων ηλε-

κτρονικών κυκλωµάτων (κάρτα Video Graphics Adapter – VGA), µπορεί να παρου-

σιάσει 800 × 600 = 480.000 έγχρωµα εικονοστοιχεία. Με διάφορες τεχνικές είναι

δυνατό να παρουσιάσουµε σε µία τέτοια οθόνη πολύ µεγαλύτερες εικόνες. 

Τέλος, πρέπει να σηµειώσουµε ότι ο απαιτούµενος χώρος σε bytes για να αποθηκευ-

τεί η εικόνα εξαρτάται τόσο από το πλήθος των εικονοστοιχείων, όσο και από την

πολυπλοκότητα στη διάταξή τους. Έτσι, αν πρόκειται για εικόνα που περιέχει σχέδιο

ή κείµενο κάθε εικονοστοιχείο µπορεί να είναι µαύρο ή άσπρο, οπότε χρειάζεται µόνο

1 bit για την πληροφορία αυτή. Αν η εικόνα περιέχει ασπρόµαυρη φωτογραφία µε 256

διαβαθµίσεις στην αµαύρωση, τότε χρειάζεται ένα byte για την αποθήκευση κάθε

εικονοστοιχείου. Στις έγχρωµες εικόνες θέλουµε 3 bytes για κάθε εικονοστοιχείο. Με

σύγχρονες µεθόδους συµπίεσης της πληροφορίας (image compression) είναι δυνατόν

ο απαιτούµενος χώρος αποθήκευσης να είναι αρκετά µικρότερος. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.2

Πόσο χώρο σε bytes απαιτεί για την αποθήκευσή της µία εικόνα διαστάσεων 1024

× 1024 εικονοστοιχείων, όταν περιέχει :

α. Κείµενο

β. Ασπρόµαυρη εικόνα µε 256 διαβαθµίσεις του γκρίζου. 

γ. Έγχρωµη εικόνα

2 0 76 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

Μία ασπρόµαυρη εικόνα (1 byte/εικονοστοιχείο) 128 × 128 εικονοστοιχείων

συγκριτικά µε µία έγχρωµη 512 × 512 εικονοστοιχείων, απαιτεί για αποθήκευση:

α. 4 φορές λιγότερη µνήµη.

β. 16 φορές λιγότερη µνήµη.

γ. 48 φορές λιγότερη µνήµη.

δ. 64 φορές λιγότερη µνήµη. 

Ποια από τις απαντήσεις είναι η σωστή.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.1
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Λύση

α. Στην περίπτωση κειµένου κάθε εικονοστοιχείο χρειάζεται 1 bit για να αποθη-

κευτεί. Έτσι, τα bits που απαιτούνται είναι 1.024 × 1.024 × 1 = 1.048.576 ή

131.072 bytes που ισοδυναµούν µε 128 kbytes. 

β. Στην περίπτωση της ασπρόµαυρης εικόνας χρειάζεται 1 byte για κάθε εικονο-

στοιχείο, οπότε 1.024 × 1.024 bytes για όλη την ασπρόµαυρη εικόνα που ισοδυ-

ναµούν µε 1 Mbyte µνήµης.

γ. Για την έγχρωµη εικόνα το ποσό αυτό είναι τριπλάσιο. 

6.1.4 ∆ÚfiÔÈ ·fiÎÙËÛË˜ ÙË˜ „ËÊÈ·Î‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Η ψηφιακή εικόνα που, όπως αναφέραµε, αποτελεί ένα δισδιάστατο διακριτό σήµα

στο χώρο (x,y) µε κβαντισµένες τιµές πλάτους, µπορεί να ληφθεί είτε από αναλογι-

κές εικόνες είτε απευθείας από συστήµατα λήψης ψηφιακών εικόνων. Στην πρώτη

περίπτωση, η αναλογική εικόνα θα µετατραπεί σε ψηφιακή µε τη βοήθεια (το πιθα-

νότερο) ενός σαρωτή εικόνας (scanner). Η συσκευή αυτή σαρώνει την εικόνα από

πάνω προς τα κάτω σε γραµµές µε τη βοήθεια ενός επιµήκους φωτο–ανιχνευτή

(Σχήµα 6.7). Ο φωτο–ανιχνευτής διαθέτει λαµπτήρα λευκού φωτός, που φωτίζει µία

στενή λωρίδα της εικόνας. Το ανακλώµενο φως καταγράφεται από τα φωτο–ευαί-

σθητα κύτταρα του ανιχνευτή που βρίσκονται σε γραµµική διάταξη. Οι σύγχρονοι

σαρωτές εικόνας αποδίδουν πολύ καλή ανάλυση στην εικόνα. Η ανάλυση αυτή

εκφράζεται σε εικονοστοιχεία ανά ίντσα (pixels per inch – ppi). Τυπικές τιµές αυτής

της ανάλυσης είναι 75, 150, 300, 600 ή και 1.440 ppi.

Φωτοανιχνευτής

Eπιφάνεια[
σάρωσης

™¯‹Ì· 6.7

Σαρωτής εικόνας
της εταιρίας

Hewlett Packard
(µοντέλο HP

9195Α).

Αν πρόκειται για αναλογική εικόνα από video (διαδοχή εικόνων), τότε η µετατροπή

σε ψηφιακή εικόνα γίνεται µε ταχύτατα ηλεκτρονικά κυκλώµατα, τους frame

grabbers. Τα κυκλώµατα αυτά εκτελούν τη µετατροπή κάθε αναλογικής εικόνας σε
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ψηφιακή σε πραγµατικό χρόνο (30 στιγµιότυπα/δευτερόλεπτο). Παρότι η ανάλυσή

τους σε εικονοστοιχεία δε φθάνει αυτήν που αποδίδει ένας σαρωτής, σε γενικές γραµ-

µές θεωρείται πολύ ικανοποιητική και δίνει εικόνες πολύ καλής ποιότητας. 

Τα συστήµατα απευθείας λήψης ψηφιακής εικόνας αναπτύσσονται τον τελευταίο καιρό,

και η τεχνολογία τους βρίσκεται σε εξέλιξη. Έτσι, οι ψηφιακές φωτογραφικές µηχανές,

που ήδη κυκλοφορούν, έχουν ενσωµατωµένη µνήµη RAM και δισκέτα για καταχώρη-

ση της πληροφορίας. Το είδωλο της εικόνας δεν καταγράφεται πάνω σε φιλµ, αλλά σε

µία µήτρα στοιχειωδών φωτο–ανιχνευτών (λ.χ. 600 × 350), το σήµα των οποίων κβα-

ντίζεται και καταχωρείται στη µνήµη της µηχανής. Οι εικόνες αυτές έχουν φθάσει ήδη

την ποιότητα της κλασικής φωτογραφίας, αφού η ανάλυσή τους έχει υπερβεί τα 1.024 ×
1.024 εικονοστοιχεία. Το κυριότερο πλεονέκτηµα των ψηφιακών συστηµάτων είναι ότι

παρέχουν την πληροφορία σε ψηφιακή µορφή, που µπορεί εύκολα να αντιγραφεί, να δια-

µορφωθεί και κυρίως να παραµένει αναλλοίωτη στο χρόνο λόγω της ψηφιακής της υφής. 

Τα συστήµατα λήψης ψηφιακής εικόνας παρέχουν τη δυνατότητα στο χρήστη να

λάβει την ψηφιακή εικόνα µε διαφορετικές αναλύσεις. Έτσι, του δίνεται η δυνατό-

τητα να δοκιµάσει το ανεκτό όριο τόσο στην ανάλυση, όσο και στο πλήθος των δια-

βαθµίσεων της αµαύρωσης. Στο Σχήµα 6.8 δίνεται διαδοχικά η εικόνα του προσώ-

που η οποία έχει ληφθεί µε διαφορετική κάθε φορά ανάλυση και πλήθος διαβαθµί-

σεων του γκρίζου. Η ποιότητα της εικόνας υποβαθµίζεται µε την ελάττωση της ανά-

λυσης, αλλά ταυτόχρονα µειώνεται και η απαιτούµενη µνήµη για αποθήκευσή της. 

2 0 96 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

α β γ

δ ε

™¯‹Ì· 6.8

Οι πέντε εικόνες του
προσώπου έχουν
ληφθεί µε διαφορετι-
κές αναλύσεις και
απαιτούν διαφορετι-
κή µνήµη. 

(α) 300 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 256
διαβαθµίσεις της
αµαύρωσης απαιτούν
για αποθήκευση 186
kbytes µνήµης

(β) 75 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 256
διαβαθµίσεις της
αµαύρωσης απαιτούν
για αποθήκευση 12
kbytes µνήµης.

(γ) 25 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 256
διαβαθµίσεις της
αµαύρωσης απαιτούν
για αποθήκευση 2
kbytes µνήµης. 

(δ) 75 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 16 δια-
βαθµίσεις της αµαύ-
ρωσης απαιτούν για
αποθήκευση 6 kbytes
µνήµης. 

(ε) 25 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 2 δια-
βαθµίσεις της αµαύ-
ρωσης απαιτούν για
αποθήκευση 0,25
kbytes µνήµης. 

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 209



2 1 0 K E º A § A I O  6 :  E π™∞°ø°∏ ™∆∏¡ æ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

Για µία αποδεκτή ποιότητα εικόνας είναι αρκετά 100 ppi. Η ανάλυση αυτή αντι-

στοιχεί σε 100 εικονοστοιχεία/ίντσα σε κάθε κατεύθυνση. Αυτό σηµαίνει ότι σε µία

τετραγωνική ίντσα περιέχονται 10.000 εικονοστοιχεία. Μία σελίδα χαρτιού Α4 είναι

περίπου 90 τετραγωνικές ίντσες (8 × 11), εποµένως θα έχουµε συνολικά 900.000

εικονοστοιχεία. Κάθε ένα εικονοστοιχείο απαιτεί µόνο ένα bit για την αντιπροσώ-

πευσή του (µαύρο ή άσπρο). Εποµένως η συνολική µνήµη θα είναι 900.000 bits ή

112.500 bytes. 

Φυσικά, διαφορετικές απαιτήσεις στην ανάλυση της εικόνας θα οδηγήσουν σε δια-

φορετικά µεγέθη. 

Οι ψηφιακές εικόνες είναι οργανωµένες και αποθηκεύονται σε αρχεία (files) διαφό-

ρων ειδών ανάλογα µε τον τρόπο και τη συσκευή απόκτησής τους, αλλά και την ανά-

γκη για γρήγορη µετάδοση ή οικονοµική αποθήκευση. Έτσι, στην αρχή του αρχεί-

ου υπάρχει συνήθως η πληροφορία (header) για τον τρόπο που έχει καταγραφεί η

εικόνα στο αρχείο. Οι κυριότεροι τύποι αρχείων που περιέχουν ψηφιακές εικόνες

είναι οι ακόλουθοι:

imagename.bmp

Τυποποίηση για έγχρωµες εικόνες σε Windows. Τα γράµµατα της κατάληξης του

ονόµατος του αρχείου προέρχονται από τον όρο «Bit Mapped», που σηµαίνει αντι-

στοιχία εικονοστοιχείου και byte. Είναι αρχεία ανεξάρτητα της συσκευής (device

independent), µπορούν δηλαδή να «ανοιχτούν» χωρίς πρόβληµα από διαφορετικού

τύπου λογισµικό, χωρίς αλλαγές. 

imagename.tif

Tagget Image File Format. Είναι και αυτή τυποποίηση bit mapped που χρησιµοποι-

είται από όλα σχεδόν τα πακέτα λογισµικού για εικόνες, καθώς και όλα τα λειτουρ-

γικά συστήµατα. Η διαφορά µε την προηγούµενη τυποποίηση είναι ότι εδώ χρησι-

µοποιείται πίνακας αναφοράς για την επιλογή των χρωµάτων.

imagename.jpg

Συµπιεσµένες εικόνες σύµφωνα µε το πρότυπο JPEG (Joint Photographic Experts

Group). Οι συµπιεσµένες εικόνες καταλαµβάνουν λιγότερο χώρο µνήµης και επο-

Πόση µνήµη απαιτείται για να φυλαχτεί ως εικόνα η παρούσα σελίδα του βιβλίου.

Εκτιµήστε µόνοι σας την απαιτούµενη ανάλυση σε ppi του σαρωτή εικόνας. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.2
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µένως, µεταδίδονται πιο γρήγορα µέσα στο δίκτυο. Κατά τη συµπίεση ένα µέρος της

πληροφορίας στην εικόνα χάνεται, εποµένως η ανάκτησή της δεν γίνεται µε την αρχι-

κή ακρίβεια. 

imagename.gif

Ο τύπος αυτός αφορά τις εικόνες που είναι κωδικοποιηµένες σύµφωνα µε το

Graphics Interchange Format, µία τυποποίηση για έγχρωµες εικόνες που παρουσιά-

ζονται ή µεταφέρονται σε δικτυακές διασυνδέσεις και στο ∆ιαδίκτυο (Internet). 

6.1.5 ∏ ÂÂÍÂÚÁ·Û›· ÙË˜ „ËÊÈ·Î‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Η επεξεργασία της ψηφιακής εικόνας περιλαµβάνει στη γενικότερη περίπτωση πολλά

και διαφορετικά στάδια ανάλογα µε

• τη µορφή και την αρχική κατάσταση της ψηφιακής εικόνας

• το επιθυµητό τελικό αποτέλεσµα.

Στο Σχήµα 6.9 δίνεται ένα γενικό διάγραµµα που περιλαµβάνει πολλά από τα στά-

δια αυτά καθώς και τη µεταξύ τους σχέση. Έτσι, η πραγµατική εικόνα θα καταγρα-

φεί από το σύστηµα απόκτησης της ψηφιακής εικόνας (image acquisition system).

Θα ακολουθήσει το στάδιο της εξαγωγής του θορύβου (filtering) και της διόρθωσης

(αποκατάστασης – restoration) σφαλµάτων που προκλήθηκαν είτε από το µέσο µετα-

ξύ εικόνας και συστήµατος απόκτησης είτε και από το ίδιο το σύστηµα απόκτησης.

Τα σφάλµατα αυτά θα πρέπει να διορθωθούν πριν προχωρήσουµε σε επόµενο στά-

διο στην επεξεργασία της εικόνας. Σφάλµατα που παρουσιάζονται στην εικόνα κατά

τη διάρκεια της απόκτησής της είναι ο θερµικός θόρυβος ή/και ο θόρυβος αιχµών

(από το σύστηµα απόκτησης) και η θόλωση της εικόνας. Η θόλωση προκαλείται

συνήθως από την οπτική ανοµοιογένεια του µέσου (αέρας) ή τη σχετική κίνηση της

εικόνας ως προς το σύστηµα απόκτησης.

2 1 16 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

Πραγµατική[
εικόνα

Σύστηµα[
απόκτησης[
ψηφιακής[
εικόνας

Aναγνώριση[
αντικειµένων[
Συµπίεση[
εικόνας

Aποκατάσταση[
της εικόνας

Bελτίωση της[
εικόνας

Tεχνητή[
όραση

Eξαγωγή[
χαρακτηριστικών

Aνάλυση εικόνας

™¯‹Ì· 6.9

Γενικό διάγραµµα
των διαφόρων
σταδίων στην επε-
ξεργασία της
ψηφιακής εικόνας. 

Οι αιτίες δηµιουργίας σφαλµάτων κατά την απόκτηση της εικόνας έχουν καταγρα-

φεί στη βιβλιογραφία εκτενώς. Καλύτερος τρόπος για τη διόρθωση των σφαλµάτων

αυτών είναι να περιγραφεί µαθηµατικά η αιτία που τα προκαλεί και να υλοποιηθεί
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µε το σύστηµα αποκατάστασης η αντίστροφη διαδικασία. Υπάρχουν φυσικά περι-

πτώσεις όπου η διαδικασία απόκτησης είναι αρκετά καλή, µε αποτέλεσµα η εικόνα

να µη χρειάζεται αποκατάσταση. Σε άλλες περιπτώσεις το στάδιο της αποκατάστα-

σης είναι το τελευταίο πριν από την επίδειξη της εικόνας (τηλεόραση). 

Η βελτίωση της εικόνας αφορά κυρίως στον τονισµό συγκεκριµένων στοιχείων της

εικόνας µε σκοπό τη διευκόλυνση των διαδικασιών που θα ακολουθήσουν. Τα επό-

µενα στάδια εντάσσονται σε ό, τι καλούµε «ανάλυση της εικόνας». Σηµαντικά θέµα-

τα εδώ είναι:

• Η εξαγωγή των κατάλληλων χαρακτηριστικών για αναγνώριση και ταξινόµηση

αντικειµένων που υπάρχουν µέσα στην εικόνα. 

• Η συµπίεση της εικόνας για γρήγορη µετάδοσή της ή οικονοµική αποθήκευση. 

• Ο µετασχηµατισµός της σε άλλους χώρους, όπως αυτός των συχνοτήτων, για την

αποκάλυψη πληροφορίας που στον αρχικό χώρο δεν είναι εµφανής. 

• Οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί που είναι απαραίτητοι για τη σύγκριση εικό-

νων, τη σύνθεση της πληροφορίας σκηνών που έχουν ληφθεί από διαφορετική

γωνία καθώς και τη σύνθεση εγκάρσιων τοµών αντικειµένων από προβολικές

εικόνες (τοµοσύνθεση και αξονική τοµογραφία). 

Το τελευταίο στάδιο είναι η τεχνητή όραση. Εδώ, περιλαµβάνονται όλα τα αυτο-

µατοποιηµένα συστήµατα επεξεργασίας εικόνας, αναγνώρισης αντικειµένων και

λήψης αποφάσεων για συγκεκριµένες ενέργειες (robot) (Βλέπε «Ανάλυση εικό-

νας και Αναγνώριση Προτύπων», Ε. Σαγκριώτη και Σ. Θεοδωρίδη) . 

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε την εικόνα ως δισδιάστατο σήµα, τη γεωµετρία της,

καθώς και τους τρόπους που µπορεί να αποκτηθεί. Είδαµε επίσης αναλυτικά πώς

µπορούµε να υπολογίσουµε το µέγεθος µιας εικόνας και το χώρο µνήµης που απαι-

τείται για την αποθήκευσή της. Τέλος, γνωρίσαµε µερικά από τα διαφορετικά στά-

δια από τα οποία µπορεί να αποτελείται η διαδικασία της επεξεργασίας της ψηφια-

κής εικόνας.

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 212



6.2 ∏ Ê˘ÛÈÔÏÔÁ›· ÙË˜ fiÚ·ÛË˜

Η όραση είναι ίσως η πλέον σηµαντική από τις ανθρώπινες αισθήσεις, αφού δίνει τη

δυνατότητα στον άνθρωπο να αντιληφθεί και να δράσει στο χώρο που τον περιβάλ-

λει. Το ανθρώπινο σύστηµα όρασης αποτελείται από τα ακόλουθα µέρη:

• Τον οφθαλµό (οπτικός αισθητήρας) που χρησιµεύει στη δηµιουργία του ειδώλου. 

• Το οπτικό νεύρο που µεταδίδει το ερέθισµα στον εγκέφαλο.

• Το τµήµα του εγκεφάλου που εκτελεί την επεξεργασία και την τελική κατανόη-

ση της πληροφορίας

Η διαδικασία της όρασης είναι πολύπλοκη και δεν έχει ακόµη κατανοηθεί πλή-

ρως. Η καλύτερη κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο ο άνθρωπος βλέπει γύρω

του, θα συµβάλει στη βελτίωση των τεχνητών οπτικών συστηµάτων απόκτησης

και επεξεργασίας της εικόνας. Επιπλέον, θα δώσει ώθηση στην ανάπτυξη νέων

αλγορίθµων για την ανάλυση της εικόνας και τη βελτίωση των συστηµάτων µηχα-

νικής όρασης (robot). 

Η καταγραφή της συµπεριφοράς του ανθρώπινου συστήµατος όρασης έχει γίνει µε

κάθε λεπτοµέρεια. Έτσι, γνωρίζουµε:

• Πόσο φως είναι απαραίτητο για να διεγερθεί ο οφθαλµός.

• Σε πόσο έντονη ακτινοβολία µπορεί να αντέξει.

• Πόσο γρήγορα µπορεί να προσαρµοστεί στις αλλαγές της φωτεινότητας των αντι-

κειµένων.

• Πότε και πόσο καλά µπορεί να διακρίνει τα χρώµατα.

• Πώς αντιλαµβάνεται τα σχήµατα παρουσία ή απουσία άλλων σχηµάτων. 

• Πώς γίνεται δυνατή η αίσθηση του βάθους. 

Με βάση αυτή την καταγραφή οι επιστήµονες προσπαθούν να περιγράψουν και να

εξηγήσουν τη διαδικασία της όρασης. Στη συνέχεια, θα παραθέσουµε τα πλέον σηµα-

ντικά από τα στοιχεία αυτά, αφού πρώτα δώσουµε µια απλή περιγραφή της φυσιο-

λογίας του οφθαλµού. 

6.2.1 √ ·ÓıÚÒÈÓÔ˜ ÔÊı·ÏÌfi˜

Στο Σχήµα 6.10 παρουσιάζεται µια απλουστευµένη εικόνα του οφθαλµού. Στο µπρο-

στινό µέρος βρίσκεται το σύστηµα συγκέντρωσης και εστίασης των εικόνων (ίριδα,

φακός). Το είδωλο της εικόνας σχηµατίζεται ανεστραµµένο στο πίσω µέρος του οφθαλ-

2 1 36 . 2  ∏  º À ™ π √ § √ ° π ∞  ∆ ∏ ™  √ ƒ∞ ™ ∏ ™
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µού πάνω στον αµφιβληστροειδή χιτώνα (retina). Στο σηµείο της εστίασης υπάρχει

µεγάλη συγκέντρωση των φωτοαισθητήρων. ∆ίπλα ακριβώς ξεκινά το οπτικό νεύρο

που µεταφέρει τις ηλεκτροχηµικές αντιδράσεις των φωτοαισθητήρων στον εγκέφαλο.

Ίριδα

Φακός

Kερατοειδής

Aµφιβληστροειδής

0°

Oπτικό[
νεύρο

™¯‹Ì· 6.10

Απλουστευµένη
εικόνα 

του οφθαλµού. 

Υπάρχουν δύο είδη φωτοαισθητήρων στον αµφιβληστροειδή, τα ραβδία και οι κώνοι.

Τα ραβδία είναι περίπου 100 εκατοµµύρια και σχετίζονται µε την όραση στο χαµη-

λό φως (scotopic vision). Οι κώνοι είναι γύρω στα έξι εκατοµµύρια και είναι λιγό-

τερο ευαίσθητοι από τα ραβδία. Σε φωτεινό περιβάλλον το κύριο βάρος της όρασης

φέρουν οι κώνοι. Οι κώνοι επίσης είναι υπεύθυνοι για το χρώµα στην όραση. Το

οπτικό σύστηµα του ανθρώπου είναι ευαίσθητο στην ηλεκτροµαγνητική ακτινοβο-

λία και σε µήκη κύµατος από 350 έως 780 nm (ορατό φως). Παρουσιάζει όµως µέγι-

στη ευαισθησία στο πράσινο φως (γύρω στα 550 nm). Επίσης, είναι ικανό να λει-

τουργήσει µε ελάχιστο φως (ραβδία), αλλά και σε πολύ φωτεινό περιβάλλον (κώνοι).

Η ικανότητα του οφθαλµού να προσαρµόζεται σε µεγάλη διαφορά φωτεινότητας

φθάνει τις 10 τάξεις µεγέθους:

(6.9)

6.2.2 ºˆÙÂÈÓfiÙËÙ·, Ï·ÌÚfiÙËÙ· Î·È ·ÓÙ›ıÂÛË

∆ύο φυσικά µεγέθη, που σχετίζονται µε τη φωτεινή ακτινοβολία και παίζουν σηµα-

ντικό ρόλο στην ανθρώπινη όραση είναι η φωτεινότητα και η λαµπρότητα. 

• Η φωτεινότητα ενός αντικειµένου (luminance) σχετίζεται µε τη φωτεινή ενέργεια

που εκπέµπει το αντικείµενο, ανεξάρτητα από τη φωτεινότητα των γειτονικών

σωµάτων. 

 

Mέγιστη φωτεινή ενέργεια ανεκτή από το µάτι
Eλάχιστη φωτεινή ενέργεια που διεγείρει το µάτι

≈1010
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• Η λαµπρότητα ενός αντικειµένου (brightness) είναι η λαµβανόµενη από το µάτι

φωτεινή ενέργεια που προέρχεται από το αντικείµενο και η οποία εξαρτάται από

τη φωτεινότητα του περιβάλλοντος χώρου. 

Τον διαφορετικό τρόπο (λαµπρότητα) που αντιλαµβάνεται το µάτι τα αντικείµενα

της ίδιας φωτεινότητας (luminance) µπορούµε να τον δούµε στο παράδειγµα του

Σχήµατος 6.11. Οι δύο µικροί δίσκοι έχουν την ίδια φωτεινότητα, αλλά στο µάτι δεί-

χνουν διαφορετικοί. Ο πρώτος φαίνεται περισσότερο φωτεινός, αφού έχει σκοτει-

νότερο υπόβαθρο.

2 1 56 . 2  ∏  º À ™ π √ § √ ° π ∞  ∆ ∏ ™  √ ƒ∞ ™ ∏ ™

™¯‹Ì· 6.11

Οι δύο δίσκοι έχουν την ίδια φωτεινότητα, αλλά
φαίνονται διαφορετικοί λόγω της διαφορετικής
φωτεινότητας του υπόβαθρου.

Πρέπει να σηµειωθεί ότι σύµφωνα µε το νόµο του Weber, ένα αντικείµενο µε φωτει-

νότητα f ξεχωρίζει από ένα περιβάλλον (background) φωτεινότητας f0 όταν η σχετι-

κή τους διαφορά (αντίθεση ή contrast) είναι το λιγότερο 2%:

(6.10)

Η τελευταία αυτή σχέση δηλώνει ότι µεταξύ απολύτως µαύρου και απολύτως λευκού,

το ανθρώπινο µάτι µπορεί να ξεχωρίσει το πολύ 50 διαβαθµίσεις του γκρίζου (βλέπε

Σχήµα 6.12). Η τελευταία σχέση φανερώνει τη µη γραµµική (λογαριθµική) συµπερι-

φορά στην αντίληψη της αµαύρωσης από το ανθρώπινο σύστηµα όρασης αφού:

(6.11)

∆ηλαδή, ίσες αυξήσεις στο λογάριθµο της φωτεινότητας εκλαµβάνονται από τον

άνθρωπο έως ίσες διαφορές.

  

∆f
f

a d f a= ⇒ =(log )

  

f f
f

0

0

2
− ≥ %
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.3

Τρία αντικείµενα α, β και γ έχουν φωτεινότητα 1, 10 και 100 αντίστοιχα, (εκφρα-

σµένη πάντα σε κατάλληλες µονάδες). Πόσο φωτεινά αντιλαµβάνεται ο άνθρωπος

τα αντικείµενα αυτά;

Λύση

Με βάση τη σχέση (6.11), έχουµε για τους λογαρίθµους των φωτεινοτήτων:

log(1) = 0

log(10) = 1

log(100) = 2

Εποµένως, ο άνθρωπος αντιλαµβάνεται ότι τα τρία διαφορετικά σώµατα έχουν την

ίδια διαφορά στη φωτεινότητα. 

Μία άλλη συνάρτηση που χαρακτηρίζει την ευαισθησία του ανθρώπινου συστήµατος

όρασης στην αντίθεση της φωτεινότητας των σωµάτων, είναι η συνάρτηση µεταφοράς

διαµόρφωσης (Modulation Transfer Function – MTF). Η συνάρτηση αυτή δείχνει ότι

η µέγιστη ευαισθησία βρίσκεται στις µεσαίες χωρικές συχνότητες (βλέπε Σχήµα 6.13).

™¯‹Ì· 6.12

Το ανθρώπινο µάτι
µπορεί να διακρίνει

σε ασπρόµαυρες
εικόνες το πολύ

µέχρι 50 διαφορετι-
κές διαβαθµίσεις του
γκρίζου. Στην πρώτη
λωρίδα παρουσιάζο-
νται 64 διαβαθµίσεις

(δύσκολα διακρίνο-
νται µεταξύ τους)

από το µαύρο έως το
λευκό, ενώ στη δεύ-

τερη 16. 

™¯‹Ì· 6.13

Η ευαισθησία στις
µεσαίες χωρικές

συχνότητες φαίνεται
από το γεγονός ότι
το µάτι διεγείρεται
περισσότερο στις

µεσαίες εναλλαγές
της αµαύρωσης

(ούτε πολύ γρήγορες
ούτε πολύ αργές). 

Τέλος, το ανθρώπινο σύστηµα όρασης δεν µπορεί να ξεχωρίσει περιοδικές αναλαµπές

φωτεινής πηγής όταν η συχνότητά της ξεπερνά τα 50 Hz περίπου. Στην περίπτωση

αυτή εκλαµβάνει ως συνεχή την εκποµπή της φωτεινής ακτινοβολίας. Το φαινόµενο

καθορίζει την ταχύτητα µε την οποία πρέπει να ανανεώνεται η πληροφορία στην οθόνη

της τηλεόρασης ή του υπολογιστή. Συχνότητα ανανέωσης 60 Hz, δίνει σταθερή εικό-

να χωρίς την αίσθηση της ασυνέχειας µεταξύ των διαδοχικών στιγµιότυπων. 

Mεσαίες εναλλαγές αµαύρωσης
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Το ανθρώπινο οπτικό σύστηµα παρουσιάζει την ιδιότητα να είναι πολύ περισσότε-

ρο ευαίσθητο στις έγχρωµες απ’ ό,τι στις ασπρόµαυρες εικόνες. Έτσι, ενώ µπορεί

να ξεχωρίσει µόνο µερικές δεκάδες αποχρώσεις του γκρίζου στις ασπρόµαυρες εικό-

νες, έχει τη δυνατότητα να διακρίνει χιλιάδες διαφορετικά χρώµατα. Τα µεγέθη που

καθορίζουν τα χρώµατα είναι η λαµπρότητα (brightness), η απόχρωση (hue) και ο

κορεσµός (saturation). Η αναπαράσταση της χρωµατικής πληροφορίας στηρίζεται

στην «κλασική» θεωρία του Thomas Young (1802), ότι κάθε χρώµα µπορεί να δηµι-

ουργηθεί µε την κατάλληλη µείξη τριών χρωµάτων, όπως για παράδειγµα του κόκ-

κινου, πράσινου και µπλε (Red–Green–Blue, RGB). 

Άλλα φαινόµενα, κυρίως ψυχοφυσικά (βλέπε Σχήµα 6.14), που συνδέονται µε την

ψυχοφυσιολογία της όρασης περιγράφονται εκτενώς στη βιβλιογραφία. Η ανάλυση

παρόµοιων φαινοµένων µπορεί να βοηθήσει σηµαντικά στην ανάπτυξη και τη βελ-

τίωση των συστηµάτων τεχνητής όρασης.

2 1 76 . 2  ∏  º À ™ π √ § √ ° π ∞  ∆ ∏ ™  √ ƒ∞ ™ ∏ ™

(α) (β) (γ)

™¯‹Ì· 6.14

Τα παράξενα της
ψυχοφυσιολογίας
της όρασης. α)
Αυταπάτη Wundt,
οι παράλληλες
γραµµές δείχνουν
παραµορφωµένες.
β) Αυταπάτη ορι-
ζόντιας–κάθετης
γραµµής, το κατα-
κόρυφο τµήµα
φαίνεται µεγαλύτε-
ρο. γ) Η αυταπάτη
Mueller–Lyer, τα
δύο οριζόντια τµή-
µατα είναι ίσα. 

6.2.4 ∫ÚÈÙ‹ÚÈ· ÔÈfiÙËÙ·˜ ÙË˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Για να µετρήσουµε την ποιότητα των ψηφιακών εικόνων, αλλά και για να αξιολο-

γήσουµε την απόδοση των συστηµάτων απόκτησης και επεξεργασίας εικόνας, χρη-

σιµοποιούµε διάφορα κριτήρια. Τα κριτήρια αυτά µπορούν να χωριστούν σε υπο-

κειµενικά και ποσοτικά. Τα υποκειµενικά στηρίζονται στη γνώµη µιας µικρής ή µεγά-

λης οµάδας παρατηρητών που χαρακτηρίζουν την ποιότητα της εικόνας ως εξαιρε-

τική, καλή, µέτρια, φτωχή ή µη ικανοποιητική. Τα ποσοτικά κριτήρια είναι καθιε-

ρωµένες µαθηµατικές διαδικασίες που χρησιµοποιούν ποσότητες, όπως ο λόγος του

σήµατος προς το θόρυβο ή το µέσο τετραγωνικό σφάλµα. Πρέπει να τονιστεί ότι η

επιλογή του κριτηρίου ποιότητας της εικόνας ποικίλλει ανάλογα µε την εφαρµογή

και δεν είναι µονοσήµαντα καθορισµένη. 
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τα βασικά χαρακτηριστικά του ανθρώπινου συστή-

µατος όρασης. Μεταξύ αυτών επισηµαίνουµε τη µεγάλη προσαρµογή του οφθαλ-

µού σε ελάχιστο, αλλά και πολύ έντονο φως, που οφείλεται στους δύο διαφορετι-

κούς τύπους αισθητήρων, τους κώνους και τα ραβδία. Στην ουσία, η συµπεριφορά

του οφθαλµού στη φωτεινότητα είναι λογαριθµική. Επίσης τονίσαµε τη σχετικό-

τητα στη φωτεινότητα των σωµάτων και τον τρόπο που αντιλαµβανόµαστε την

αντίθεση (contrast). Τέλος, τόσο η υψηλή ευαισθησία στις µεσαίες συχνότητες, όσο

και η απαίτηση για τουλάχιστον 30 στιγµιότυπα ανά δευτερόλεπτο για σχηµατισµό

της κίνησης είναι από τα ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά της ανθρώπινης όρασης. 

6.3 ∂›‰Ë Ú¿ÍÂˆÓ ÛÙËÓ ÂÂÍÂÚÁ·Û›· ÙË˜ „ËÊÈ·Î‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Όπως είδαµε στην υποενότητα 6.1.5, η διαδικασία της επεξεργασίας της ψηφιακής

εικόνας περιλαµβάνει αρκετές βαθµίδες, ανάλογα µε την ποιότητα της αρχικής εικό-

νας και την επιθυµητή έξοδο. Θα περίµενε κανείς πως κάθε µία από τις βαθµίδες

αυτές θα έχει είσοδο µία εικόνα και έξοδο επίσης µία άλλη εικόνα. Όµως στη γενι-

κή της µορφή µία βαθµίδα επεξεργασίας µπορεί να έχει είσοδο ή έξοδο εικόνα ή

µαθηµατική περιγραφή (συνάρτηση ή άνυσµα). Στον Πίνακα 6.1 παρουσιάζονται οι

δυνατοί συνδυασµοί εισόδου–εξόδου για µία βαθµίδα επεξεργασίας ψηφιακής εικό-

νας και οι πιθανές διαδικασίες που υλοποιούνται.

¶›Ó·Î·˜ 6.1

Πιθανές µορφές εισόδου–εξόδου σε µία βαθµίδα ψηφιακής επεξεργασίας εικόνας. 

Είσοδος Έξοδος Χαρακτηρισµός Πιθανή πράξη

Εικόνα Εικόνα Επεξεργασία εικόνας Εξαγωγή θορύβου

Εικόνα Περιγραφή Ανάλυση εικόνας Εξαγωγή χαρακτηριστικών

Περιγραφή Εικόνα Γραφικά υπολογιστών Σχεδιασµός µε υπολογιστή

Περιγραφή Περιγραφή Μετασχηµατισµοί Μετασχηµατισµός δεδοµένων

Στην παράγραφο αυτή θα αναπτύξουµε µόνο τα είδη των πράξεων που µπορεί κανείς

να συναντήσει στην περίπτωση που είσοδος και έξοδος της βαθµίδας είναι εικόνα.

Απαραίτητη έννοια στις πράξεις αυτές είναι η έννοια της γειτονιάς ενός εικονοστοι-

χείου. Πρόκειται για τα εικονοστοιχεία που το περιβάλλουν (Σχήµα 6.15α). Ειδικό-

τερα, ως γειτονιά των 8 σηµείων ενός εικονοστοιχείου µε συντεταγµένες (n1,n2) =

(i,j) ορίζεται η διάταξη των 8 εικονοστοιχείων γύρω από το (i,j) που οι συντεταγµέ-
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νες δίνονται στο Σχήµα 6.15β. Επίσης, γειτονιά των 4 σηµείων ορίζεται η διάταξη

των εικονοστοιχείων γύρω από το (i,j) όπως δίνεται στο Σχήµα 6.15γ. Όλοι οι γεί-

τονες του εικονοστοιχείου (i,j) χρησιµοποιούνται µαζί µε αυτό για τον υπολογισµό

του αντίστοιχου (στην ίδια θέση) εικονοστοιχείου στην εικόνα εξόδου. Ο όρος

«παράθυρο µε κέντρο το εικονοστοιχείο (i,j)» χρησιµοποιείται επίσης αντί του όρου

«γειτονιά του εικονοστοιχείου».

2 1 96 . 3  ∂ π ¢ ∏  ¶ ƒ∞ • ∂ ø ¡  ™ ∆ ∏ ¡  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ∆ ∏ ™  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏ ™  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

Γειτονιά 8 σηµείων

Γειτονιά 4 σηµείων

(i-1,j-1) (i+1,j-1)

(i+1,j)

(i+1,j+1)

(i,j-1)

(i,j-1)

(i,j+1)

(i,j)

(i,j)(i-1,j) (i+1,j)

(i,j+1)

(i-1,j)

(i-1,j+1)

Γειτονιά 81 εικονοστοιχείων

Eικονοστοιχείο (1,1)

Eικονοστοιχείο (83,83)

(α) (β)

(γ)

™¯‹Ì· 6.15

Η διάταξη των
εικονοστοιχείων
σε σειρές και στή-
λες, δηµιουργεί για
καθένα από αυτά
γείτονες. Οι τιµές
των 8 ή 4 γειτονι-
κών εικονοστοι-
χείων χρησιµοποι-
ούνται συχνότερα
στις διάφορες
πράξεις. 

Οι πράξεις στην ψηφιακή επεξεργασία της εικόνας έχουν στόχο τον υπολογισµό κάθε

εικονοστοιχείου της εικόνας εξόδου. Ανάλογα µε τον τρόπο που υπολογίζεται η τιµή

του εικονοστοιχείου αυτού, οι πράξεις διακρίνονται σε 

Τοπικές (local)

Καθολικές (global)

Γεωµετρικές (geometrical)

6.3.1 ∆ÔÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜

Στις πράξεις αυτές η τιµή κάθε εικονοστοιχείου στη θέση (n1,n2) στην εικόνα εξόδου

υπολογίζεται χρησιµοποιώντας την τιµή του εικονοστοιχείου στην αντίστοιχη θέση

της εικόνας εισόδου, καθώς επίσης και τις τιµές των γειτονικών εικονοστοιχείων. Η

διαδικασία αυτή παρουσιάζεται στο Σχήµα 6.16. Πιο συγκεκριµένα, για τον υπολο-

γισµό της τιµής του εικονοστοιχείου στη θέση (n1,n2) της εικόνας εξόδου, θεωρού-
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µε µία γειτονιά (παράθυρο) l × k εικονοστοιχείων στην εικόνα εισόδου µε κέντρο

την αντίστοιχη θέση (n1,n2). Οι τιµές q όλων των εικονοστοιχείων µέσα στο παρά-

θυρο θα συµβάλουν στον υπολογισµό της τιµής p(n1,n2) του εικονοστοιχείου εξό-

δου, για παράδειγµα: 

(6.12)

  

p n n a i j f q n i n j
j k

k

i l

l

( ) ( , ) ( ( , ))
/

/

/

/

1 2 1 2

2

2

2

2

, = − −
=−=−
∑∑

™¯‹Ì· 6.16

Το εικονοστοιχείο
της εικόνας εξό-
δου υπολογίζεται
από τα εικονο-

στοιχεία της εικό-
νας εισόδου που

βρίσκονται σε ένα
παράθυρο µεγέ-
θους (l×k=7×7)

γύρω από το αντί-
στοιχο εικονοστοι-
χείο της εικόνας
εισόδου. Η διαδι-
κασία αυτή επανα-

λαµβάνεται για
όλα τα εικονο-

στοιχεία της εικό-
νας εξόδου. 

Eικόνα εισόδου Eικόνα εξόδου

Παράθυρο 1×kW
εικονοστοιχείων

Θέση (n1,n2)

Εποµένως, στη γενικότερη περίπτωση οι τιµές q µετασχηµατίζονται από µία συνάρ-

τηση f (γραµµική ή µη γραµµική), και στη συνέχεια η έξοδος p(n1,n2) υπολογίζεται

ως γραµµικός συνδυασµός των αποτελεσµάτων αυτών µε τους συντελεστές βάρους

a(i,j). Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται για όλα τα εικονοστοιχεία της εικόνας

εξόδου. Στην πράξη, ο πίνακας των συντελεστών α(i,j) µοιάζει µε παράθυρο που

κινείται σε όλη την εικόνα και κάθε φορά συµβάλλει σύµφωνα µε την (6.12) στον

υπολογισµό του εικονοστοιχείου της εικόνας εξόδου, που αντιστοιχεί στη θέση του

κέντρου του. Στην περίπτωση που f(q) = q, τότε η πράξη είναι γραµµική και δεν είναι

τίποτε άλλο από τη γενίκευση της γνωστής µας συνέλιξης σε δύο διαστάσεις και ονο-

µάζεται δισδιάστατη συνέλιξη. Τη δισδιάστατη συνέλιξη θα τη µελετήσουµε ανα-

λυτικότερα στο επόµενο κεφάλαιο όπου εξετάζονται τα γραµµικά δισδιάστατα

συστήµατα. Στην περίπτωση αυτή, οι συντελεστές α(i,j) χαρακτηρίζουν το γραµµι-

κό σύστηµα. Βεβαίως, η µορφή της εξίσωσης 6.12 µπορεί να είναι διαφορετική ανά-

λογα µε τις απαιτήσεις της εφαρµογής. 

Όταν το µέγεθος του παραθύρου µικραίνει, η τιµή της p(n1,n2) εξαρτάται όλο και

λιγότερο από τα γειτονικά εικονοστοιχεία της θέσης (n1,n2). Στην ειδική περίπτωση
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όπου l = k = 1 η τοπική πράξη εκφυλίζεται σε πράξη σηµείου (point operation). Τότε

η τιµή του εικονοστοιχείου στη θέση (n1,n2) της εικόνας εξόδου εξαρτάται µόνο από

την τιµή του εικονοστοιχείου στην αντίστοιχη θέση της εικόνας εισόδου. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.4

Η παρακάτω εικόνα εισόδου (Σχήµα 6.17) έχει µέγεθος 5 × 5 και οι τιµές των εικονο-

στοιχείων κυµαίνονται µεταξύ 0 και 51. Να πολλαπλασιαστούν κατάλληλα οι τιµές

των εικονοστοιχείων, ώστε αυτές να καταλαµβάνουν όλη την περιοχή από 0 ως 255

που καλύπτει δυαδικός αριθµός του ενός byte. Σε ποια κατηγορία ανήκει η πράξη αυτή;

Λύση

Αρκεί να πολλαπλασιάσουµε την τιµή κάθε εικονοστοιχείου µε το 5. Με τον τρόπο

αυτό δεν ξεπερνάµε την τιµή 255 για τα εικονοστοιχεία της εικόνας εξόδου (Σχήµα

6.17). Πρόκειται για πράξη σηµείου (point operation), αφού κάθε εικονοστοιχείο της

εικόνας εξόδου υπολογίζεται χρησιµοποιώντας το αντίστοιχο εικονοστοιχείο της

εικόνας εισόδου. Στην ψηφιακή επεξεργασία εικόνας η πράξη αυτή καλείται βελ-

τίωση της αντίθεσης (contrast stretching).

2 2 16 . 3  ∂ π ¢ ∏  ¶ ƒ∞ • ∂ ø ¡  ™ ∆ ∏ ¡  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ∆ ∏ ™  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏ ™  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

Eικόνα εισόδου Eικόνα εξόδου

x5

x5

7 0 3 37 12 35
25 205 220 250 35
15 15 140 195 255
255 170 10 10 120
60 60 0 145 240

0 15 185 60
5 41 44 50 7
3 3 28 39 51
51 34 2 2 24
12 12 0 29 48

™¯‹Ì· 6.17

Βελτίωση της
αντίθεσης δια του
πολλαπλασιασµού
όλων των εικονο-
στοιχείων της
εικόνας εισόδου
µε την ίδια τιµή
(πράξη σηµείου)

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.5

Σε εικόνα εισόδου µεγέθους 7 × 7 εικονοστοιχείων (Σχήµα 6.18), πρόκειται να εκτε-

λεστεί διαδικασία µέσης τιµής µε παράθυρο 3 × 3 και τιµές για τους συντελεστές α(i,j)

= 1/9. Να υπολογιστεί η εικόνα εξόδου. Σε ποια κατηγορία ανήκει η πράξη αυτή;
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Λύση

Για να υπολογίσουµε κάθε ένα εικονοστοιχείο της εικόνας εξόδου, λαµβάνουµε το

αντίστοιχο της εικόνας εισόδου καθώς και τους 8 γείτονές του, πολλαπλασιάζουµε µε

1/9 και αθροίζουµε τα γινόµενα. Η διαδικασία είναι ίδια µε αυτή που περιγράφεται

στο Σχήµα 6.15 για l = k = 3. Πρόκειται για τοπική πράξη στην ψηφιακή επεξεργα-

σία εικόνας. Η διαδικασία που περιγράψαµε είναι διαδικασία µέσης τιµής και εύκο-

λα µπορεί να ξεχωρίσει κανείς ότι η αρχική εικόνα (µαύρο τετράγωνο) έχει θολώσει.

255
255
255
255
255
255
255

255
255

255
255

255
255

255
255

255
255

255
255

255
255

255
255
255
255
255

255
255
255
255
255
255
255

255
255
255
255
255
255
255

255
255
255
255
255
255
255

255
255
255
255
255
255
255

255
226
198
170
198
226
255

255
198
141
85

141
198
255

255
170
85
0

85
170
255

255
198
141
85

141
198
255

255
226
198
170
198
226
255

0
0
0

0
0
0

0
0
0

Eικόνα εισόδου Eικόνα εξόδου

™¯‹Ì· 6.18

Καθένα εικονο-
στοιχείο της εικό-
νας εξόδου (δεξιά)
υπολογίζεται από
τον µέσο όρο 9
εικονοστοιχείων
της εικόνας εισό-
δου (µέση τιµή)

6.3.2 ∫·ıÔÏÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜

Στις πράξεις αυτές, για να υπολογιστεί η τιµή ενός εικονοστοιχείου της εικόνας εξό-

δου χρησιµοποιούνται όλα τα εικονοστοιχεία της εικόνας εισόδου. Οι πράξεις αυτές

αποτελούν ουσιαστικά ειδική περίπτωση των τοπικών πράξεων όπου το µέγεθος l ×
k του παραθύρου γίνεται τόσο µεγάλο, όσο και η ίδια η εικόνα. Εδώ θα πρέπει να διευ-

κρινίσουµε ότι οι τιµές των εικονοστοιχείων της εικόνας εξόδου διαφοροποιούνται

µεταξύ τους από το γεγονός ότι, ανάλογα µε τη θέση (n1,n2) του εικονοστοιχείου, οι

συντελεστές a(i,j) της σχέσης (6.12) αλλάζουν. Καθολικές πράξεις στην ψηφιακή επε-

ξεργασία εικόνας είναι οι πράξεις των µετασχηµατισµών που θα δούµε στη συνέχεια. 

Το ολικό πλήθος των απαιτούµενων υπολογισµών για να υλοποιηθεί µία τοπική πράξη

εξαρτάται από το πλήθος των εικονοστοιχείων της εικόνας και από το µέγεθος της

γειτονιάς που χρησιµοποιείται. Για µία εικόνα µεγέθους M × N εικονοστοιχείων και

µία γειτονιά k × l εικονοστοιχείων, µε βάση τη σχέση (6.12), για το σχηµατισµό της
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εικόνας εξόδου απαιτούνται συνολικά Ν × M × k × l πράξεις (πολλαπλασιασµοί και

προσθέσεις). Στην περίπτωση που η πράξη είναι καθολική και η εικόνα τετραγωνική

(N × N), το πλήθος των απαιτούµενων υπολογισµών είναι της τάξης Ν4.
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Eικόνα εισόδου Eικόνα εξόδου

× 5

× 5

7 0 3 37 12 134 0 89 234 165
134
255
208
251

254
238
71

220

243
217
71
0

241
89

229
165

115

255
165

8951
24
48

750
39

2
29

44
28
2
0

41
3

34
12

5
3

51
12

Να εκτελεστεί µία µη γραµµική πράξη σηµείου στην εικόνα εισόδου του Παρα-

δείγµατος 6.4. Να προσέξετε ώστε οι τελικές τιµές να είναι στο όριο 0 ως 255. Για

το λόγο αυτό να γίνει η κατάλληλη κανονικοποίηση. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.3

Μία από τις σπουδαίες µη γραµµικές πράξεις σηµείου είναι η λογαρίθµιση (εδώ χρη-

σιµοποιούµε δεκαδικό λογάριθµο). Με τη βοήθεια του λογαρίθµου µπορούµε να

µεταβάλλουµε τη φωτεινότητα των εικονοστοιχείων ανισοµερώς. Στην εικόνα εισό-

δου που φαίνεται στο Σχήµα 6.19, πριν λογαριθµίσουµε την τιµή του κάθε εικονο-

στοιχείου, θα προσθέσουµε σε όλα τη µονάδα για να αποφύγουµε το λογάριθµο του

µηδενός. Μετά τη λογαρίθµιση θα πολλαπλασιάσουµε όλες τις τιµές που προκύ-

πτουν µε το 255/log 10(52), για να τις κανονικοποιήσουµε σε µέγιστη τιµή το 255.

Συνολικά θα εκτελέσουµε την πράξη:

log10(τιµή του εικονοστοιχείου + 1)*255/log10(52) 

όπου 52 είναι η µεγαλύτερη τιµή της εισόδου αυξηµένη κατά 1. 

Συγκρίνοντας το αποτέλεσµα (εικόνα εξόδου Σχήµα 6.19) µε αυτό του Παραδείγµατος

6.4, βλέπουµε ότι εδώ τα εικονοστοιχεία µικρής τιµής έχουν µεγαλώσει περισσότερο.

™¯‹Ì· 6.19

Αύξηση της φωτει-
νότητας δυσανά-
λογα µε την τιµή
των εικονοστοιχεί-
ων. Τα αµυδρά
εικονοστοιχεία
ενισχύονται περισ-
σότερο. 
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Όταν το µέγεθος του παραθύρου σε µία τοπική πράξη αυξάνει, παρουσιάζεται το

µειονέκτηµα ότι το πλήθος των απαιτούµενων πράξεων για τον υπολογισµό της εικό-

νας εξόδου αυξάνεται. Το πλεονέκτηµα έγκειται στο γεγονός ότι µε πιο µεγάλο παρά-

θυρο, κάθε εικονοστοιχείο της εικόνας εξόδου, περιέχει πληροφορία από ευρύτερη

περιοχή της εικόνας εισόδου.

6.3.3 °ÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜

Οι πράξεις αυτές αφορούν στο µετασχηµατισµό των συντεταγµένων της αρχικής εικό-

νας. Από τις κυριότερες γεωµετρικές πράξεις είναι η µετατόπιση (translation), η στρο-

φή (rotation) και ο καθρεπτισµός (mirroring). Οι πράξεις αυτές αποδίδουν συνήθως

εικόνα εξόδου ίδια σε διαστάσεις µε την εικόνα εισόδου (µετασχηµατισµός ένα προς

ένα). Υπάρχουν όµως και γεωµετρικές πράξεις που αποδίδουν εικόνες µεγαλύτερες

ή µικρότερες από την αρχική. Πρέπει να επισηµάνουµε ότι οι γεωµετρικοί µετασχη-

µατισµοί βρίσκουν εφαρµογή σε πληθώρα περιπτώσεων επεξεργασίας εικόνας. Έτσι,

για παράδειγµα, η στροφή είναι απαραίτητη για το ταίριασµα (matching) και σύγκρι-

ση εικόνων της ίδιας περιοχής που έχουν ληφθεί από διαφορετικές γωνίες. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.6

Να δοθεί η µαθηµατική έκφραση για µετασχηµατισµό στροφής µιας εικόνας κατά 90ο. 

Λύση

Θεωρούµε την εικόνα µεγέθους Ν × Ν = 7 × 7 όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.20. Στρο-

φή κατά 90ο σηµαίνει το εικονοστοιχείο µε συντεταγµένες (n1,n2) να πάει στη θέση

(N + 1–n2,n1). Εποµένως, πρέπει να γίνει ο µετασχηµατισµός 

T(n1,n2) = (N + 1–n2,n1) όπου Ν = 7

Οι πράξεις που απαιτούνται για να υπολογιστεί η εικόνα εξόδου, όταν η εικόνα εισό-

δου είναι 31 × 31 εικονοστοιχεία και η διαδικασία που θα εκτελεστεί περιλαµβάνει

τοπική πράξη µε παράθυρο 5× 5, είναι συνολικά: (α) 961, (β) 24,025, (γ) 155, (δ) 775. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.2

Να αναφέρετε ένα πλεονέκτηµα και ένα µειονέκτηµα, που έχουµε, όταν το µέγε-

θος του παραθύρου σε µία τοπική πράξη µεγαλώνει. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.4
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∆εδοµένου ότι είναι δυνατό να έχουµε συµµετρία πολλών ειδών (γύρω από κατα-

κόρυφο, οριζόντιο ή διαγώνιο άξονα) θα αντιµετωπίσουµε εδώ µόνο την περίπτωση

συµµετρίας γύρω από κατακόρυφο άξονα. Έτσι, µε βάση το Σχήµα 6.21, για να

λάβουµε τη συµµετρική εικόνα γύρω από άξονα που ταυτίζεται µε τη µεσαία στήλη

των εικονοστοιχείων, θα πρέπει να ισχύει:

T(n1,n2) = (N–n1 + 1,n2)
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Να δοθεί µετασχηµατισµός µε τον οποίο λαµβάνουµε το συµµετρικό της προη-

γούµενης εικόνας. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.5

Ποιος από τους παρακάτω µετασχηµατισµούς δίνει µία εικόνα N × N εικονοστοι-

χείων ανεστραµµένη;

T(n1,n2) = (n2,n1)

T(n1,n2) = (N–n2 + 1,n1)

T(n1,n2) = (n1,N–n2 + 1)

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.3

(2,1)

(7,1)

(2,1) (6,1)

™¯‹Ì· 6.20

Στροφή εικόνας
κατά 90°. 

™¯‹Ì· 6.21

∆ηµιουργία του
συµµετρικού 
εικόνας γύρω 
από κατακόρυφο
άξονα. 
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην παράγραφο αυτή γνωρίσαµε τις στοιχειώδεις πράξεις που µπορούν να εκτε-

λεστούν πάνω σε µία εικόνα. Τις πράξεις αυτές τις ταξινοµήσαµε σε τοπικές, καθο-

λικές και γεωµετρικές. Σηµαντικό χαρακτηριστικό στην εκτέλεση των πράξεων

αποτελεί η γειτονιά των εικονοστοιχείων που χρησιµοποιούνται στην εικόνα εισό-

δου, για να υπολογιστεί ένα εικονοστοιχείο στην εικόνα εξόδου. Όταν η γειτονιά

αυτή (παράθυρο) εκφυλίζεται σ’ ένα σηµείο τότε έχουµε τις σηµειακές πράξεις,

ενώ όταν εκτείνεται σε ολόκληρη την εικόνα λαµβάνουµε τις καθολικές πράξεις.

Γνωρίσαµε επίσης τον τρόπο υπολογισµού του απαιτούµενου πλήθους πράξεων. 

6.4 ∆Ô Ê¿ÛÌ· ÙË˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Στο Κεφάλαιο 2 είδαµε ότι ο µετασχηµατισµός ενός σήµατος από το πεδίο του χρό-

νου στο πεδίο των συχνοτήτων προσφέρει σηµαντικές δυνατότητες για τη µελέτη

του σήµατος, αφού µπορούµε να το εξετάσουµε από µία άλλη σκοπιά. Επισηµάνα-

µε επίσης ότι τον διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (DFT) τον υλοποιούµε γρήγο-

ρα µε τον αλγόριθµο FFT. Στα δισδιάστατα σήµατα, όπως είναι οι εικόνες, υπάρχει

ακριβώς η ίδια δυνατότητα µετασχηµατισµού. Φυσικά, αφού η εικόνα αποτελεί σήµα

που περιγράφει τον τρόπο µεταβολής της αµαύρωσης (ή του χρώµατος) στο χώρο

και όχι στο χρόνο, ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier θα µας µεταφέρει στην

περιοχή των χωρικών συχνοτήτων (διαστάσεις αντιστρόφου χώρου). Κατά τα άλλα,

ο δισδιάστατος διακριτός µετασχηµατισµός Fourier έχει όλες τις ιδιότητες του µονο-

διάστατου µετασχηµατισµού. Ο δισδιάστατος µετασχηµατισµός Fourier p(k1,k2), µιας

εικόνας q(n1,n2) µεγέθους Ν × Ν εικονοστοιχείων, ορίζεται ως:

, (6.13)

ενώ ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι ο εξής:

(6.14)

Από την πρώτη σχέση γίνεται σαφές ότι σε µία εικόνα q µε Ν × Ν = Ν2 εικονοστοι-
χεία, αντιστοιχεί ένα φάσµα p µε Ν × Ν = Ν2 όρους, που στη γενική τους περίπτω-
ση είναι µιγαδικοί αριθµοί. Κάθε όρος p(k1,k2) απαιτεί για τον υπολογισµό του Ν2

πολλαπλασιασµούς και σχεδόν άλλες τόσες προσθέσεις. Εποµένως, για τον υπολο-
γισµό όλων των όρων του φάσµατος απαιτείται ένα πλήθος πράξεων της τάξης Ν4.
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Επειδή ο δισδιάστατος DFT είναι διαχωρίσιµη διαδικασία, το πλήθος των πράξεων
είναι της τάξης του Ν3. Η διαχωρισιµότητα της σχέσης (6.13) απορρέει από το γεγο-
νός ότι µπορεί να γραφεί και ως 

(6.15)

που σηµαίνει ότι µπορούµε να υπολογίσουµε πρώτα το εσωτερικό άθροισµα της σχέ-
σης. Η πράξη αυτή ισοδυναµεί µε το να υπολογίσουµε τον DFT κάθε µιας γραµµής
της εικόνας και στο αποτέλεσµα που προκύπτει να υπολογίσουµε τον DFT της κάθε
στήλης. Η χρησιµοποίηση του FFT θα µειώσει τις απαιτούµενες πράξεις για τον υπο-
λογισµό του φάσµατος σε πλήθος της τάξης του 2Ν2 log2N. 

∆εδοµένου ότι οι όροι p(k1,k2) του φάσµατος είναι µιγαδικοί αριθµοί, για να µελε-
τήσουµε το φάσµα µιας εικόνας, συνήθως µελετούµε το µέτρο των χωρικών συνι-
στωσών και τη φάση τους ξεχωριστά. 

Στο Σχήµα 6.22 φαίνεται το µέτρο και η φάση του φάσµατος φυσικών εικόνων.
Συγκρίνοντας το µέτρο των δύο εικόνων µπορούµε να πούµε ότι παρουσιάζει τις
περισσότερες αρµονικές στις χαµηλές χωρικές συχνότητες (κέντρο των εικόνων του
µέτρου). Αντίθετα, οι εικόνες της φάσης παρουσιάζουν έντονη τυχαιότητα και δεν
είναι δυνατό να συγκριθούν.
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™¯‹Ì· 6.22

Το µέτρο και η
φάση του φάσµα-
τος δύο φυσικών
εικόνων.

α β γ

Eικόνα Mέτρο φάσµατος Φάση φάσµατος

δ ε στ
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Στο Σχήµα 6.23 παρουσιάζονται τέσσερις γεωµετρικές εικόνες και το µέτρο των αντί-

στοιχων φασµάτων. Από τις φασµατικές εικόνες παρατηρούµε ότι το φάσµα έχει έντο-

νο αρµονικό περιεχόµενο σε διευθύνσεις όπου στην αντίστοιχη εικόνα υπάρχει από-

τοµη µεταβολή της αµαύρωσης. Έτσι, στην περίπτωση του τετραγώνου έντονο αρµο-

νικό περιεχόµενο παρουσιάζεται σε διευθύνσεις κάθετες στις πλευρές του. Το ίδιο

ακριβώς συµβαίνει στο τρίγωνο, ενώ στον κύκλο έχουµε αρµονικό περιεχόµενο προς

όλες τις κατευθύνσεις αφού η απότοµη µεταβολή της αµαύρωσης συµβαίνει κυκλι-

κά κατά µήκος της περιφέρειάς του. Τέλος, στο σχήµα µε τις οριζόντιες γραµµές έχου-

µε µεταβολή της αµαύρωσης και µάλιστα περιοδική µόνο κατά την κατακόρυφη διεύ-

θυνση. Το αντίστοιχο φάσµα είναι γραµµικό κατά τη διεύθυνση αυτή.

α β γ δ

ε στ ζ η

Eικόνα

Mέτρο 

φάσµατος

™¯‹Ì· 6.23

Στην πρώτη σειρά
παρουσιάζονται
γεωµετρικά σχή-

µατα, ενώ στην
δεύτερη σειρά το
µέτρο των αντί-
στοιχων φασµά-
των. Τα φάσµατα

έχουν έντονο
αρµονικό περιεχό-

µενο σε διευθύν-
σεις όπου στην

αντίστοιχη εικόνα
υπάρχει απότοµη

µεταβολή της
αµαύρωσης.

Τέλος, πρέπει να επισηµάνουµε τη σηµασία που έχει η φάση για την εικόνα. Στο

Σχήµα 6.24 παρουσιάζονται το µέτρο και η φάση του φάσµατος για το ίδιο σχήµα

(ένα τετράγωνο) που είναι τοποθετηµένο σε δύο διαφορετικές θέσεις της εικόνας.

Το µέτρο του φάσµατος και για τις δύο εικόνες είναι το ίδιο, ενώ η φάση είναι δια-

φορετική. Το γεγονός αυτό αποτελεί ένδειξη ότι η φάση περιέχει σηµαντική πληρο-

φορία για τη θέση ενός σχήµατος µέσα στην εικόνα. Επίσης πρέπει να σηµειωθεί ότι

η εικόνα κρατά τα γενικά της χαρακτηριστικά αν το µέτρο του φάσµατος µεταβλη-

θεί, αλλά η φάση διατηρηθεί αναλλοίωτη. Έτσι η ανασύνθεση εικόνας, χρησιµο-

ποιώντας την πληροφορία της φάσης του φάσµατός της και µέτρο από φάσµα οποι-

ασδήποτε φυσικής σκηνής, δίνει ικανοποιητική αναπαράσταση της εικόνας όπως

φαίνεται στο Σχήµα 6.25. Συµπερασµατικά, θα πρέπει να τονίσουµε ότι στην ψηφια-

κή επεξεργασία εικόνας µε διάφορα γραµµικά φίλτρα, αυτά θα πρέπει να µην επη-

ρεάζουν τη φασική σχέση των χωρικών αρµονικών της εικόνας. Τέτοια φίλτρα είναι

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 228



τα δισδιάστατα FIR, που θα παρουσιάσουµε στο επόµενο κεφάλαιο. Τα FIR φίλτρα

ως γνωστό (Κεφάλαιο 4) είναι δυνατό να δώσουν γραµµική απόκριση φάσης µε απο-

τέλεσµα να διατηρούν τη φασική σχέση των αρµονικών του σήµατος και εποµένως,

τη µορφή του.

2 2 96 . 4  ∆√ º∞™ª∞ ∆∏™ ∂π∫√¡∞™

™¯‹Ì· 6.24

Η πληροφορία για
τη θέση του τετρα-
γώνου βρίσκεται
στη φάση του
φάσµατος της εικό-
νας αφού αυτή δια-
φοροποιείται, και
όχι στο µέτρο που
παραµένει το ίδιο. 

α β γ

δ ε στ

™¯‹Ì· 6.25

Η φάση του
φάσµατος µιας
εικόνας είναι
καθοριστική στην
ανασύνθεση της
εικόνας. Το µέτρο
του φάσµατος παί-
ζει δευτερεύοντα
ρόλο. 

Mέτρο[
φάσµατος[
φωτογράφου

Φάση[
φάσµατος[
προσώπου

+
Aντίστροφος DFT[
δύο διαστάσεων

Mέτρο[
φάσµατος[
προσώπου

Φάση[
φάσµατος[
φωτογράφου

+
Aντίστροφος DFT[
δύο διαστάσεων

Eικόνα Mέτρο φάσµατος Φάση φάσµατος
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Εκτός από το δισδιάστατο µετασχηµατισµό Fourier, στην επεξεργασία της ψηφια-

κής εικόνας χρησιµοποιούνται και πλήθος άλλων µετασχηµατισµών µε ενδιαφέ-

ρουσες ιδιότητες. Ο σηµαντικότερος εξ αυτών είναι ο δισδιάστατος µετασχηµατι-

σµός συνηµιτόνου (Discreet Cosine Transform – DCT). Οι πολύ καλές ιδιότητες του

DCT τον καθιστούν πολύ χρήσιµο σε διαδικασίες συµπίεσης εικόνας. Αυτό οφείλε-

ται στο γεγονός ότι παρουσιάζει συγκέντρωση της ενέργειας του σήµατος σε λίγους

µόνο συντελεστές στον µετασχηµατισµένο χώρο (µε προϋποθέσεις φυσικά). Ο DCT

µπορεί να υλοποιηθεί ταχύτατα µέσω του FFT, ή και απευθείας µε τεχνικές αποδε-

κατισµού (decimation) ανάλογες εκείνων του FFT που γνωρίσαµε στο Κεφάλαιο 2.

Να σχεδιάσετε κατά προσέγγιση τη µορφή του µέτρου του φάσµατος κανονικού

πολυγώνου.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.6

Εδώ θα θεωρήσουµε ένα κανονικό εξάγωνο όπως φαίνεται στην εικόνα του Σχήµα-

τος 6.26. Περιµένουµε το µέτρο του φάσµατος να έχει πλούσιο αρµονικό περιεχό-

µενο σε κατευθύνσεις κάθετες στις πλευρές του, δεδοµένου ότι εκεί παρατηρούµε

απότοµη µεταβολή της αµαύρωσης. 

™¯‹Ì· 6.26

Το φάσµα της
εικόνας του εξα-
γώνου θα είναι

πλούσιο σε αρµο-
νικές συνιστώσες
σε κατευθύνσεις

κάθετες στις πλευ-
ρές του. 

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην παράγραφο αυτή µελετήσαµε ποιοτικά το φάσµα της ψηφιακής εικόνας. Αφού

έγινε εισαγωγή στο δισδιάστατο διακριτό µετασχηµατισµό Fourier, στη συνέχεια είδα-

µε τα χαρακτηριστικά του µέτρου και της φάσης διαφόρων εικόνων και συζητήσαµε

τη σπουδαιότητα της φάσης στη µορφή και τη θέση του περιεχόµενου της εικόνας. 
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™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο κεφάλαιο αυτό γνωρίσαµε τα απλά δισδιάστατα ψηφιακά σήµατα και είδαµε ότι

η ψηφιακή εικόνα αποτελεί ένα τέτοιο σήµα. Γνωρίσαµε επίσης, απλά στοιχεία από

την ψηφιακή εικόνα, όπως είναι η γεωµετρία της και οι διαδικασίες που µπορούν να

εκτελεστούν πάνω σε αυτή. Γνωρίσαµε τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά της

ανθρώπινης όρασης. Ταξινοµήσαµε τα είδη των πράξεων που µπορούν να εκτελε-

στούν στην ψηφιακή εικόνα. Τέλος, µελετήσαµε τα χαρακτηριστικά του φάσµατος

της εικόνας, όπως αυτά εµφανίζονται τόσο στο µέτρο του, όσο και στη φάση του. 
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Έµφαση µπορεί να δοθεί στα κεφάλαια 1,2,4 και 6
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∞fi‰ÔÛË ·ÁÁÏÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙËÓ ÂÏÏËÓÈÎ‹

Brightness Λαµπρότητα

Geometrical operation Γεωµετρική πράξη

Global operation Καθολική πράξη

Hue Απόχρωση

Image compression Συµπίεση εικόνας

Image acquisition Απόκτηση εικόνας

Image restoration Αποκατάσταση της εικόνας

Local operation Τοπική πράξη

Luminance Φωτεινότητα

Matching Ταίριασµα

Mirroring Καθρεπτισµός

MTF Συνάρτηση Μεταφοράς ∆ιαµόρφωσης

Picture element ή pixel εικονοστοιχείο

Pixels per inch Εικονοστοιχεία ανά ίντσα

Point operation Πράξη σηµείου

Retina Αµφιβληστροειδής

RGB ή Red–Green–Blue Κόκκινο–Πράσινο–Μπλε

Rotation Στροφή

Saturation Κορεσµός

Scanner Σαρωτής εικόνας

Translation Μεταφορά ή µετατόπιση
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™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό θα γνωρίσουµε τα δισδιάστατα ψηφιακά φίλτρα

(Two–dimensional digital filters) και τις ιδιότητές τους. Η µετάβαση από τα µονο-

διάστατα στα δισδιάστατα φίλτρα δεν είναι πολύ εύκολη, παρότι οι έννοιες είναι σε

γενικές γραµµές οι ίδιες. Ο κυριότερος λόγος είναι ότι οι δισδιάστατες συναρτήσεις,

όπως η δισδιάστατη κρουστική απόκριση και η δισδιάστατη απόκριση συχνότητας,

είναι δυσκολότερες στη µαθηµατική τους επεξεργασία από τις αντίστοιχες µονοδιά-

στατες. Σκοπός του κεφαλαίου είναι να γνωρίσουµε τα κύρια χαρακτηριστικά των

δισδιάστατων φίλτρων που έχουν µεγάλη σηµασία στην ψηφιακή επεξεργασία της

εικόνας. Έτσι, θα γνωρίσουµε κυρίως τα δισδιάστατα FIR φίλτρα και τις εφαρµο-

γές τους. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Σχεδιάζετε τη µορφή δισδιάστατου σήµατος ή την κρουστική απόκριση δισδιά-

στατου φίλτρου

• Υλοποιείτε δισδιάστατη συνέλιξη µε σκοπό να υπολογίσετε την έξοδο δισδιάστα-

του ψηφιακού φίλτρου

• Αναγνωρίζετε αν ένα δισδιάστατο φίλτρο µπορεί να υλοποιηθεί ως συνδυασµός

δύο µονοδιάστατων φίλτρων (διαχωρισιµότητα)

• Σχεδιάζετε ένα απλό δισδιάστατο FIR φίλτρο

• ∆είχνετε αν ένα δισδιάστατο φίλτρο έχει απόκριση µηδενικής φάσης (zero phase

response)

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Αµεταβλητότητα στην ολίσθηση ή µετατόπιση

• Αρχή της υπέρθεσης

• Ανιχνευτές ακµών

• Αντίστροφα προβλήµατα

7∫ ∂ º∞§∞π√
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• Γραµµικά συστήµατα

• ∆ιακριτές χωρικές µεταβλητές

• ∆ιαχωρίσιµες συναρτήσεις

• ∆ιαχωρίσιµα φίλτρα

• ∆ισδιάστατα FIR φίλτρα

• ∆ισδιάστατη απόκριση συχνότητας 

• ∆ισδιάστατη συνέλιξη

• Ευσταθή δισδιάστατα φίλτρα

• Μέθοδος των παραθύρων 

• Μηδενική απόκριση φάσης

• Παράλληλη σύνδεση

• Περιοδική απόκριση συχνότητας 

• Συµµετρική κρουστική απόκριση 

• Σύνδεση σε σειρά

• Φίλτρο µέσης τιµής

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στο Κεφάλαιο 6 γνωρίσαµε τα βασικά χαρακτηριστικά της ψηφιακής εικόνας και τον

τρόπο µε τον οποίο την αντιλαµβάνεται και µπορεί να την επεξεργαστεί ο άνθρωπος.

∆εδοµένου ότι η ψηφιακή εικόνα είναι ένα δισδιάστατο σήµα που εκφράζει τις µετα-

βολές της αµαύρωσης στο επίπεδο (x,y), η επεξεργασία της µπορεί να γίνει µε τα δισ-

διάστατα ψηφιακά φίλτρα. Τα φίλτρα αυτά χαρακτηρίζονται από την κρουστική τους

απόκριση. Η κρουστική απόκριση είναι δισδιάστατη διακριτή συνάρτηση και οι ιδιό-

τητές της επηρεάζουν και καθορίζουν το σήµα εξόδου από το δισδιάστατο φίλτρο.

Επειδή η εικόνα είναι πολύ ευαίσθητη στην αλλαγή της φασικής σχέσης µεταξύ των

αρµονικών της, θα πρέπει κατά την ψηφιακή της επεξεργασία, το δισδιάστατο φίλ-

τρο να µην αλλάζει τη σχέση αυτή. Τέτοια φίλτρα έχουν συµµετρική κρουστική από-

κριση και καλούνται φίλτρα µηδενικής φάσης. Στο κεφάλαιο αυτό θα γνωρίσουµε τον

τρόπο σχεδίασης απλών δισδιάστατων FIR φίλτρων που έχουν τις παραπάνω ιδιό-

τητες. Το κεφάλαιο θα το ολοκληρώσουµε κάνοντας απλή αναφορά σε βασικές εφαρ-

µογές των δισδιάστατων FIR φίλτρων στην ψηφιακή επεξεργασία της εικόνας. Σε όλη
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την έκταση του κεφαλαίου οι έννοιες ψηφιακά φίλτρα και ψηφιακά συστήµατα εναλ-

λάσσονται. Απαραίτητη γνώση για το κεφάλαιο αυτό αποτελεί η ύλη των Kεφαλαίων

3, 4 και 6 του βιβλίου. Περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης µπορεί να βρει στις

αναφορές της ελληνικής και της ξενόγλωσσης βιβλιογραφίας. 

Το κεφάλαιο αυτό περιλαµβάνει τις ακόλουθες ενότητες:

7.1. ∆ισδιάστατη συνέλιξη.

7.2. Χαρακτηριστικά των δισδιάστατων ψηφιακών συστηµάτων.

7.3. Απόκριση στη συχνότητα των δισδιάστατων ψηφιακών συστηµάτων.

7.4. Σχεδίαση των δισδιάστατων ψηφιακών φίλτρων.

2 3 5E π ™ ∞ ° ø ° π ∫ ∂ ™  ¶ ∞ ƒ∞∆ ∏ ƒ ∏ ™ ∂ π ™
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7.1 ¢ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙË Û˘Ó¤ÏÈÍË

Ένα γραµµικό ψηφιακό σύστηµα ουσιαστικά µετασχηµατίζει ένα ψηφιακό σήµα x(n)

σε ένα νέο y(n) (Σχήµα 7.1α). Η πράξη που εκτελεί είναι η συνέλιξη της κρουστικής

απόκρισης h(n) που χαρακτηρίζει το σύστηµα µε το σήµα εισόδου x(n): 

(7.1)

Με τον ίδιο τρόπο ένα δισδιάστατο ψηφιακό σήµα x(n1,n2) µετασχηµατίζεται από

ένα δισδιάστατο γραµµικό ψηφιακό σύστηµα σε ένα νέο δισδιάστατο ψηφιακό σήµα

y(n1,n2) όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 7.1β. Και εδώ η πράξη που εκτελεί το δισ-

διάστατο γραµµικό σύστηµα είναι η συνέλιξη του σήµατος εισόδου x(n1,n2) µε τη

δισδιάστατη κρουστική του απόκριση h(n1,n2):

(7.2)

  

y n n x n n h n n x n r n r h r r
r r

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2

= ∗∗ = − −
=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑

  
y n x n h n x n r h r

r

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ∗ = −
=−∞

∞

∑

x(n) x(n1,n2) y(n1,n2)y(n)
h(n) h(n1,n2)

(α) (β)

™¯‹Ì· 7.1

Σχηµατική παρά-
σταση α) Μονο-

διάστατου ψηφια-
κού συστήµατος β)

∆ισδιάστατου
ψηφιακού συστή-

µατος. 

Στα µονοδιάστατα ψηφιακά φίλτρα η διακριτή µεταβλητή n αντιστοιχούσε κυρίως

στο χρόνο, αφού τα µονοδιάστατα ψηφιακά σήµατα είναι συνήθως σήµατα χρόνου.

Αντίθετα, στα δισδιάστατα ψηφιακά φίλτρα οι ανεξάρτητες µεταβλητές n1 και n2

είναι συνήθως διακριτές χωρικές µεταβλητές που αντιστοιχούν στις διευθύνσεις x

και y. Ο κυριότερος λόγος για την επιλογή αυτή είναι ότι οι ψηφιακές εικόνες θεω-

ρούνται δισδιάστατα διακριτά σήµατα στο επίπεδο (x,y). 

Η σχέση (7.2) που µας περιγράφει τη δισδιάστατη συνέλιξη αποτελεί τη σχέση εισό-

δου–εξόδου του γραµµικού ψηφιακού συστήµατος, αφού συνδέει τα δείγµατα της

εισόδου x(n) µε αυτά της εξόδου y(n). Η δισδιάστατη συνέλιξη είναι άµεσα συνδε-

δεµένη µε την ιδιότητα της γραµµικότητας και αυτή της αµεταβλητότητας στο χρόνο.

Στην συνέχεια θα εξηγήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο οι δύο αυτές ιδιότητες µας

οδηγούν στη δισδιάστατη συνέλιξη. 
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Χρησιµοποιώντας τις πράξεις της πρόσθεσης, του πολλαπλασιασµού µε σταθερά και

της ολίσθησης, είναι δυνατό να εκφράσουµε κάθε δισδιάστατο σήµα x(n1,n2) ως

γραµµικό συνδυασµό ολισθηµένων δισδιάστατων µοναδιαίων κρουστικών δ(n1,n2):

(7.3)

Στην τελευταία σχέση η δ(n1–l1,n2–l2) είναι η δισδιάστατη µοναδιαία κρουστική µετα-

τοπισµένη στη θέση n1 = l1 και n2 = l2 και οι τιµές x(l1,l2) µπορούν να θεωρηθούν ως

οι αντίστοιχοι πολλαπλασιαστές. 

Όπως ήδη αναπτύξαµε στο Κεφάλαιο 3, για τα γραµµικά συστήµατα (linear systems)

ισχύει η αρχή της υπέρθεσης. Αυτό σηµαίνει, ότι αν θέλουµε να υπολογίσουµε την

απόκριση του γραµµικού συστήµατος σε ένα σύνθετο σήµα που αποτελείται από το

γραµµικό συνδυασµό επιµέρους απλών σηµάτων, αρκεί να λάβουµε τον αντίστοιχο

γραµµικό συνδυασµό των αποκρίσεων του συστήµατος στα απλά αυτά σήµατα. Έτσι,

αν η συµπεριφορά του συστήµατος συµβολιστεί µε L(.) και το σήµα εισόδου σε αυτό

είναι το σήµα της σχέσης (7.3) τότε η έξοδος είναι: 

(7.4)

Για ένα γραµµικό σύστηµα, η (7.4) µπορεί να ξαναγραφεί ως 

(7.5)

όπου είναι η απόκριση του συστήµατος στη δισδιάστατη κρουστική που βρί-

σκεται στη θέση (l1,l2). 

7.1.2 ∞ÌÂÙ·‚ÏËÙfiÙËÙ· ÛÙËÓ ÔÏ›ÛıËÛË

Ένα φίλτρο καλείται αµετάβλητο στην ολίσθηση (shift invariant) αν συγκεκριµένη

µετατόπιση του σήµατος εισόδου προκαλεί την ίδια µετατόπιση στο σήµα της εξό-

δου. Έτσι, αν 

(7.6)  y n n T x n n( , ) [ ( , )]1 2 1 2=

  hl l1 2,

  

y n n x l l L n l n l

x l l h n n

l l

l

l l

l
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1 2 1 2 1 1 2 2
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1
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=

=−∞
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=−∞

∞

=−∞
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∞

=−∞
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∑ ∑ δ

2 3 77 . 1  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ∏  ™ À ¡ ∂ § π • ∏

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 237



2 3 8 K E º A § A I O  7 :  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆∞  æ ∏ º π ∞ ∫ ∞  ° ƒ∞ ª ª π ∫ ∞  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞

για αµετάβλητο στην ολίσθηση φίλτρο ισχύει

(7.7)

Η αµεταβλητότητα στην ολίσθηση και η γραµµικότητα ενός φίλτρου είναι ιδιότητες

ανεξάρτητες µεταξύ τους. 

∆εδοµένου ότι η αµεταβλητότητα στην ολίσθηση συνεπάγεται

, για ένα γραµµικό φίλτρο που έχει και τις δύο ιδιότη-

τες η σχέση (7.5) γράφεται ως

(7.8)

Η σχέση (7.8) περιγράφει τη δισδιάστατη συνέλιξη (two–dimensional convolution).

Καθορίζει ότι το σήµα εξόδου y(n1,n2) µπορεί να βρεθεί, αν η κρουστική απόκριση

h(n1,n2) του δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου µετατοπιστεί κατάλληλα h(n1–l1,n2–l2)

και πολλαπλασιαστεί κάθε φορά µε το αντίστοιχο δείγµα του σήµατος x(l1,l2). Στο

τέλος αθροίζουµε όλα τα γινόµενα για να λάβουµε το y(n1,n2). Η σχέση (7.8) µπορεί

ισοδύναµα να γραφεί και ως 

(7.9)

Η δισδιάστατη συνέλιξη θα συµβολίζεται στο εξής µε διπλό ∗: 

ή (7.10)

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.1

Η κρουστική απόκριση h(n1,n2) δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου έχει όπως φαίνε-

ται στο Σχήµα 7.2α, µε όλους τους συντελεστές ίσους µε 1/3. Να βρεθεί το σήµα

εξόδου y(n1,n2) αν για το σήµα εισόδου x(n1,n2) έχουµε x(0,0) = x(1,0) = x(0,1) =

x(1,1) = 1 και 0 σε όλες τις άλλες θέσεις (n1,n2) (Σχήµα 7.2β).

 y h x= ∗∗ y x h= ∗∗

  

y n n h l l x n l n l
l l

( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

= − −
=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑

  

y n n x l l h n l n l
l l

( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

= − −
=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑

  h n n h n l n ll l1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( , )= − −

  T x n l n l y n l n l[ ( , )] ( , )1 1 2 2 1 1 2 2− − = − −

(α) (β)

h(n1,n2) x(n1,n2)
n2 n2

n1n1

™¯‹Ì· 7.2

α) Η κρουστική
απόκριση h(n1,n2)
του φίλτρου του
Παραδείγµατος

7.1 και β) το σήµα
εισόδου x(n1,n2).

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 238



Λύση

Για να υπολογίσουµε το σήµα εξόδου θα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (7.8). Σύµ-

φωνα µε αυτή, η έξοδος µπορεί να σχηµατιστεί αν λάβουµε αντίγραφα της h(l1,l2)

µετατοπισµένα κατάλληλα σε θέσεις (n1,n2) όπου υπάρχουν κοινές θέσεις µε τους

όρους του σήµατος εισόδου x(l1,l2). Το άθροισµα των γινοµένων των όρων µε τις

κοινές θέσεις θα δώσει τους όρους της σήµατος εξόδου y(n1,n2). Η διαδικασία παρου-

σιάζεται στο Σχήµα 7.3.

2 3 97 . 1  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ∏  ™ À ¡ ∂ § π • ∏

x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2) x(l1,l2)

x(l1,l2) x(l1,l2)

x(l1,l2) x(l1,l2)l2

l2 l2 l2

l2
n2

l2

l2 l2

l1 l1 l1

l1 l1 l1

l1 l1
n1

1
1

1
1

1

3
2

2

h(–l1,–l2)

h(–l1,1–l2)

h(–l1,2–l2) h(1–l1,2–l2)

h(1–l1,1–l2) h(2–l1,1–l2)

h(1–l1,–l2) h(2–l1,–l2)

y(0,0)=1/3

y(0,1)=2/3

y(0,2)=1/3 y(1,2)=1/3

3y(n1,n2)

y(2,1)=1/3y(1,1)=1

y(1,0)=2/3 y(2,0)=1/3

™¯‹Ì· 7.3

Υπολογισµός της
εξόδου y(n1,n2) µε
υλοποίηση της
συνέλιξης που
περιγράφεται από
τη σχέση (7.8).
Μόνο το γινόµενο
των όρων x(l1,l2)
και h(l1,l2) που
συµπίπτουν και
είναι σηµειωµένοι
µε κύκλο, συνει-
σφέρουν στον τελι-
κό σχηµατισµό της
y(n1,n2).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.2

Ψηφιακό φίλτρο δύο διαστάσεων έχει κρουστική απόκριση h(n1,n2) τέτοια, ώστε

h(0,0) = 0,5, h(1,0) = h(–1,0) = h(0,1) = h(0,–1) = 0,125 και 0 οπουδήποτε αλλού.

Να σχεδιαστεί η κρουστική απόκριση και να βρεθεί το σήµα εξόδου y(n1,n2) αν το

σήµα εισόδου x(n1,n2) είναι x(0,0) = 1, x(–1,0) = x(1,0) = 0,5.

Λύση

Η κρουστική απόκριση h(n1,n2) του φίλτρου αλλά και το σήµα εισόδου x(n1,n2) δίνο-

νται στο Σχήµα 7.4. Για να υπολογίσουµε το σήµα εξόδου y(n1,n2) θα χρησιµοποιή-

σουµε τη σχέση (7.8). Σύµφωνα µε αυτή η έξοδος y(n1,n2) µπορεί να σχηµατιστεί αν
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λάβουµε αντίγραφα της h(n1,n2) σε θέσεις (n1,n2) όπου το σήµα εισόδου x(n1,n2) είναι

µη µηδενικό. Τα αντίγραφα αυτά θα πολλαπλασιαστούν µε την αντίστοιχη τιµή του

σήµατος και τα αποτελέσµατα θα προστεθούν. Η διαδικασία παρουσιάζεται στο

Σχήµα 7.5.

h(n1,n2) x(n1,n2)
n2 n2

n1 n1

x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2) x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2)

l2

l2

l2

l2

l2

l2

l2

l2

l1

l1

l1

l1

l1

l1

l1

l1

h(–1–l1,–1–l2)

h(2–l1,–l2)h(1–l1,–l2)

h(1–l1,–1–l2)

h(–1–l1,–l2)

h(–l1,–1–l2)

h(–l1,–l2)

y(–1,–1)=0,0625

y(1,–1)=0,0625

y(–1,0)=0,375

y(1,0)=0,375 y(2 ,0)=0,375

y(0,0)=0,625

y(–2,0)=0,0625

y(0,–1)=0,125

h(–2–l1,–l2)

™¯‹Ì· 7.4

Η κρουστική από-
κριση h(n1,n2) του
φίλτρου του παρα-
δείγµατος 7.2 και
το σήµα εισόδου

x(n1,n2)
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™¯‹Ì· 7.5

Υπολογισµός της
εξόδου y(n1,n2) µε
υλοποίηση της
συνέλιξης που
περιγράφεται από
τη σχέση (7.8). 

2 4 17 . 1  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ∏  ™ À ¡ ∂ § π • ∏

x(l1,l2)

x(l1,l2)
x(l1,l2)

y(1,1)=0,0625

h(1–l1,1–l2)
l2

l2 l2

l1

l1 l1

16y(n1,n2)
10

6
6

1
1 2

2
1

1

1
1

n1

n2

h(–1–l1,1–l2) h(–l1,1–l2)

y(–1,1)=0,0625 y(0,1)=0,125

Να σχεδιάσετε την κρουστική απόκριση δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου όταν

αυτή έχει τρεις όρους και είναι συµµετρική γύρω από τη θέση (n1,n2) = (0,0). 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 7.1

Θέλουµε να υπολογίσουµε την έξοδο y(n1,n2) δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου µε

κρουστική απόκριση h(n1,n2) τέτοια, ώστε h(0,0) = 0,5, h(0,1) = h(0,–1) = 0,25 και

0 οπουδήποτε αλλού. Σύµφωνα µε τη σχέση (7.9) το σήµα εισόδου που φαίνεται

στο Σχήµα 7.7 πρέπει να υποστεί 5, 10, 15 ή 20 µετατοπίσεις πριν από την τελική

άθροιση των γινοµένων;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 7.1

Η κρουστική απόκριση θα είναι συµµετρική µε τον έναν όρο να βρίσκεται στη θέση

(n1,n2) = (0,0) και τους άλλους δύο εκατέρωθεν αυτού και ίσους µεταξύ τους. Με

τρεις µόνο όρους η συµµετρική κρουστική απόκριση µπορεί να έχει διάφορες µορ-

φές (συνολικά 4). Μία από αυτές δίνεται στο Σχήµα 7.6.

h(n1,n2)
n2

n1

™¯‹Ì· 7.6

Συµµετρική δισ-
διάστατη κρουστι-
κή απόκριση µε
τρεις όρους. 
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™¯‹Ì· 7.7

Το σήµα εισόδου
x(n1,n2) για την

Άσκηση Αυτοαξιο-
λόγησης 7.1.

x(n1,n2)
n2

n1

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τα γραµµικά, αµετάβλητα στην ολίσθηση δισδιά-

στατα ψηφιακά φίλτρα. Ο τρόπος δράσης των φίλτρων αυτών καθορίζεται από τη

δισδιάστατη κρουστική τους απόκριση. Πιο συγκεκριµένα, το σήµα εξόδου υπο-

λογίζεται ως η δισδιάστατη συνέλιξη της κρουστικής απόκρισης και του σήµατος

εισόδου. Η δισδιάστατη συνέλιξη είναι αποτέλεσµα της γραµµικότητας και της αµε-

ταβλητότητας των φίλτρων στην ολίσθηση.

7.2 Ã·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ „ËÊÈ·ÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ

7.2.1 ∆ÚfiÔÈ Û‡Ó‰ÂÛË˜ ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Η πράξη της δισδιάστατης συνέλιξης έχει σηµαντικές ιδιότητες οι οποίες είναι χρή-

σιµες στην ανάλυση των δισδιάστατων, γραµµικών αµετάβλητων στην ολίσθηση

συστηµάτων. Έτσι, αν δύο συστήµατα µε κρουστικές αποκρίσεις h(n1,n2) και g(n1,n2)

είναι συνδεδεµένα σε σειρά (cascade), όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.8, τότε η τελική

έξοδος y(n1,n2) µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας το σήµα εισόδου x(n1,n2),

το ενδιάµεσο σήµα w(n1,n2) και το γεγονός ότι κάθε ένα φίλτρο υλοποιεί δισδιάστατη

συνέλιξη:

(7.11)

∆εδοµένου ότι για τη δισδιάστατη συνέλιξη ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα, η

σχέση (7.11) µπορεί να γραφεί 

(7.12)

Από τη σχέση 7.12 προκύπτει ότι τα δύο σε σειρά φίλτρα ισοδυναµούν µε ένα τρίτο

που έχει κρουστική απόκριση αυτή που προκύπτει από τη συνέλιξη των επιµέρους

  y x h g x h= ∗∗ ∗∗ = ∗∗( ) ισοδ

  

w x h

y w g x h g

= ∗∗
= ∗∗ = ∗∗ ∗∗( )
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κρουστικών αποκρίσεων. Επίσης, δεδοµένου ότι για τη δισδιάστατη συνέλιξη ισχύ-

ει η αντιµεταθετική ιδιότητα

,

η συνολική συµπεριφορά του δισδιάστατου φίλτρου δεν αλλάζει αν εφαρµοστεί στο

σήµα x(n1,n2) πρώτα το φίλτρο g και µετά το h.

 h g g h∗∗ = ∗∗

2 4 37 . 2  Ã ∞ ƒ∞ ∫ ∆ ∏ ƒ π ™ ∆ π ∫ ∞  ∆ ø ¡  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ø ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ø ¡  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆ ø ¡

x(n1,n2) h(n1,n2) g(n1,n2)
w(n1,n2) y(n1,n2)

x(n1,n2) y(n1,n2)

h(n1,n2)
p1(n1,n2)

p2(n1,n2)g(n1,n2)

™¯‹Ì· 7.8

∆ισδιάστατα γραµ-
µικά φίλτρα συνδε-
δεµένα σε σειρά. Η
κρουστική απόκρι-
ση του συνδυασµού
προκύπτει από τη
δισδιάστατη συνέ-
λιξη h**g. Η αλλα-
γή της σειράς των
δύο φίλτρων δίνει
θεωρητικά το ίδιο
πάντα αποτέλεσµα. 

™¯‹Ì· 7.9

Το παράλληλο
σύστηµα, δισδιά-
στατων, γραµµι-
κών και αµετά-
βλητων στην ολί-
σθηση ψηφιακών
φίλτρων ισοδυνα-
µεί µε φίλτρο που
έχει κρουστική
απόκριση
hισοδ(n1,n2) =
h(n1,n2) +
g(n1,n2).

Στην περίπτωση που έχουµε παράλληλη συνδεσµολογία δύο δισδιάστατων, γραµµι-

κών αµετάβλητων στην ολίσθηση ψηφιακών φίλτρων, όπως στο Σχήµα 7.9, η έξο-

δος y(n1,n2) δίνεται ως

(7.13)

Η σχέση (7.13) δηλώνει ότι, αν δύο δισδιάστατα, γραµµικά και αµετάβλητα στην

ολίσθηση ψηφιακά συστήµατα συνδεθούν παράλληλα, ισοδυναµούν µε ένα τρίτο

που έχει κρουστική απόκριση το άθροισµα των επιµέρους κρουστικών αποκρίσεων. 

  

y n n p n n p n n

x h x g

x h g

x h

( , ) ( , ) ( , )

( )

1 2 1 1 2 2 1 2= + =
= ∗∗ + ∗∗ =
= ∗∗ + =
= ∗∗

               

               

               ισοδ

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.3

Για δύο δισδιάστατα, γραµµικά, αµετάβλητα στην ολίσθηση φίλτρα οι κρουστικές

αποκρίσεις h(n1,n2) και g(n1,n2) έχουν όπως παρουσιάζονται στο Σχήµα 7.10. Να σχε-

διαστεί η κρουστική απόκριση του φίλτρου που προκύπτει αν τα φίλτρα αυτά συν-

δεθούν α) σε σειρά και β) παράλληλα.
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Λύση

Στην περίπτωση σύνδεσης σε σειρά η κρουστική απόκριση του συνολικού φίλτρου

δίνεται από τη συνέλιξη των κρουστικών αποκρίσεων του Σχήµατος 7.10: 

hισοδ = h**g

Για να κάνουµε αυτόν τον υπολογισµό θα µετατοπίσουµε την h(n1,n2) σε όλες εκεί-

νες τις θέσεις που έχει µε την g(n1,n2) σύµπτωση κάποιων όρων. Η διαδικασία είναι

παρόµοια µε τη συνέλιξη που περιγράφεται στο Σχήµα 7.5. Το τελικό αποτέλεσµα

φαίνεται στο Σχήµα 7.11.

h(n1,n2) g(n1,n2)n2 n2

n1 n1

0.2
1/3

15hισοδ(n1,n2) n2

n1

1

1

1
1

1
1

1
1

3 2

2

h(n1,n2) g(n1,n2)n2 n2 n2

n1 n1 n1

hισοδ(n1,n2)

0.2 0.21/3

8/15

™¯‹Ì· 7.10 

Κρουστικές αποκρί-
σεις δισδιάστατων,
γραµµικών, αµετά-
βλητων στην ολί-
σθηση ψηφιακών

φίλτρων. 

™¯‹Ì· 7.12

Η κρουστική απόκριση
του παράλληλου συν-
δυασµού των φίλτρων
h και g προκύπτει από
την απλή άθροιση των
δύο κρουστικών απο-

κρίσεων.

™¯‹Ì· 7.11

Η κρουστική απόκριση του εν σειρά
συνδυασµού των φίλτρων h και g

προκύπτει από τη συνέλιξη των δύο
κρουστικών αποκρίσεων. 

Στην περίπτωση της σύνδεσης των δύο φίλτρων παράλληλα, η ισοδύναµη κρουστι-

κή απόκριση προκύπτει από την απλή άθροιση των δύο επιµέρους κρουστικών απο-

κρίσεων σύµφωνα µε τη σχέση (7.13) και φαίνεται στο Σχήµα 7.12. 

Ποια είναι η κρουστική απόκριση hισοδ δισδιάστατου γραµµικού φίλτρου που προ-

κύπτει από τον παράλληλο συνδυασµό του δισδιάστατου φίλτρου της ∆ραστηριό-

τητας 7.1, µε δισδιάστατο φίλτρο που έχει κρουστική απόκριση g(n1,n2) =

0,5[δ(n1–1,n2) + δ(n1 + 1,n2)];

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 7.2
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Η ισοδύναµη κρουστική απόκριση θα προκύψει από την πρόσθεση των δύο κρου-

στικών αποκρίσεων όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.13. Στο σχήµα αυτό δίνεται η συµ-

µετρική h(n1,n2) της ∆ραστηριότητας 7.1, η g(n1,n2) και η hισοδ(n1,n2). 

2 4 57 . 2  Ã ∞ ƒ∞ ∫ ∆ ∏ ƒ π ™ ∆ π ∫ ∞  ∆ ø ¡  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ø ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ø ¡  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆ ø ¡

Στο Σχήµα 7.14 δίνονται οι κρουστικές αποκρίσεις h(n1,n2) και g(n1,n2) δύο φίλ-

τρων. Η hισοδ(n1,n2), που δίνεται δίπλα προκύπτει από τον παράλληλο ή τον εν σειρά

συνδυασµό τους;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 7.2

h(n1,n2) g(n1,n2)
n2 n2 n2

n1 n1 n1

hισοδ(n1,n2)

™¯‹Ì· 7.13

Η κρουστική από-
κριση του παράλ-
ληλου συνδυασµού
των φίλτρων h και
g προκύπτει από
την απλή άθροιση
των δύο κρουστι-
κών αποκρίσεων. 

h(n1,n2) g(n1,n2)
hισοδ(n1,n2)n2 n2

n1 n1 n1

n2

1/3 1/3 1/9

™¯‹Ì· 7.14

Κρουστικές απο-
κρίσεις δισδιάστα-
των γραµµικών
αµετάβλητων στην
ολίσθηση ψηφια-
κών φίλτρων. 

7.2.2 ¢È·¯ˆÚ›ÛÈÌ· ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·Ù· „ËÊÈ·Î¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

Ένα διαχωρίσιµο (separable) δισδιάστατο σύστηµα έχει κρουστική απόκριση h(n1,n2)

τέτοια ώστε να µπορεί να γραφεί ως γινόµενο δύο µονοδιάστατων ακολουθιών:

(7.14)

Στην περίπτωση αυτή η έξοδος y(n1,n2) του συστήµατος για είσοδο x(n1,n2) µπορεί

να γραφεί:

(7.15)
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Το γινόµενο στο δεύτερο άθροισµα της τελευταίας σχέσης αντιπροσωπεύει ένα δισ-

διάστατο πίνακα αριθµών. Εάν θέσουµε 

(7.16)

η σχέση (7.15) γίνεται

(7.17)

Η διαδικασία αυτή δηλώνει ότι µπορούµε να υπολογίσουµε πρώτα την ακολουθία

f(n1,n2) πραγµατοποιώντας µονοδιάστατη συνέλιξη στις στήλες του πίνακα x(n1,n2)

(n1 = σταθερό). Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις µονοδιάστατες συνελίξεις στις γραµ-

µές της f(n1,n2) (n2 = σταθερό) σύµφωνα µε τη σχέση (7.17). 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.4

Να αποδειχθεί ότι η κρουστική απόκριση που περιγράφεται από τη σχέση 

(7.18)

αντιστοιχεί σε διαχωρίσιµο δισδιάστατο σύστηµα. 

Λύση

Η δισδιάστατη κρουστική απόκριση h(n1,n2) µπορεί να γραφεί ως 

(7.19)

δηλαδή, ως γινόµενο δύο µονοδιάστατων κρουστικών αποκρίσεων. Εποµένως, είναι

διαχωρίσιµη. 

7.2.3 ∂˘ÛÙ·ı‹ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

Όπως και στην περίπτωση των µονοδιάστατων φίλτρων, τα δισδιάστατα συστήµα-

τα που µπορούν να χρησιµοποιηθούν είναι µόνο τα ευσταθή. Ένα τέτοιο φίλτρο δίνει

πεπερασµένη έξοδο για κάθε πεπερασµένη σε πλάτος είσοδο. Η αναγκαία και ικανή

συνθήκη για να είναι ευσταθές ένα δισδιάστατο, γραµµικό, αµετάβλητο στην ολί-

σθηση ψηφιακό φίλτρο είναι η ακόλουθη:
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(7.20)

όπου η h(n1,n2) είναι η κρουστική απόκριση του φίλτρου.

  

h n n
n

( , )1 2

2 =−∞

∞

=−∞

∞

∑∑ = < ∞
n1

α
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Η κρουστική απόκριση που δίνεται στο Παράδειγµα 7.4 αντιστοιχεί σε ευσταθές

ή ασταθές δισδιάστατο φίλτρο και γιατί;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 7.3

7.3 AfiÎÚÈÛË ÛÙË Û˘¯ÓfiÙËÙ· ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ „ËÊÈ·ÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ

Στις προηγούµενες παραγράφους εξηγήσαµε τον τρόπο µε τον οποίο υπολογίζεται

η έξοδος y(n1,n2) ενός δισδιάστατου ψηφιακού συστήµατος. Προς τούτο είναι απα-

ραίτητο να πραγµατοποιηθεί η πράξη της δισδιάστατης συνέλιξης µεταξύ του σήµα-

τος εισόδου x(n1,n2) και της κρουστικής απόκρισης h(n1,n2) του συστήµατος. Στην

ουσία η κρουστική απόκριση h(n1,n2) καθορίζει πλήρως την απόκριση του συστή-

µατος για κάθε (n1,n2). Στη συνέχεια θα δείξουµε τον τρόπο που η συνάρτηση h(n1,n2)

καθορίζει τη συµπεριφορά του φίλτρου στις χωρικές συχνότητες ω1 και ω2, εποµέ-

νως θα επηρεάζει και το φάσµα του σήµατος εισόδου (όπως αυτό το γνωρίσαµε στην

Ενότητα 6.4).

Για να προχωρήσουµε στην ανάλυση της συµπεριφοράς του δισδιάστατου συστή-

µατος στη συχνότητα θα χρησιµοποιήσουµε το σήµα 

Το σήµα αυτό αντιστοιχεί σε ένα µιγαδικό δισδιάστατο ηµιτονοειδές µε ω1 και ω2

πραγµατικούς αριθµούς που αντιστοιχούν στις χωρικές συχνότητες ω1 και ω2 αντί-

στοιχα. Η έξοδος y(n1,n2) σύµφωνα µε τη σχέση της συνέλιξης (7.9) έχει ως εξής:

(7.21)

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι το σήµα εξόδου y(n1,n2) αποτελείται από τις ίδιες
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συχνότητες µε το σήµα εισόδου x(n1,n2), αλλά το πλάτος τους και η φάση τους έχουν

υποστεί την επίδραση της συνάρτησης H(ω1,ω2). Η συνάρτηση αυτή, όπως και στην

περίπτωση των µονοδιάστατων σηµάτων του Κεφαλαίου 3, καλείται «απόκριση

συχνότητας του φίλτρου» και προφανώς ισούται µε:

(7.22)

Το µέτρο |H(ω1,ω2)| της συνάρτησης καθορίζει το πώς θα επηρεαστούν οι συχνότη-

τες του σήµατος από το δισδιάστατο σύστηµα. Για τις συχνότητες (ω1,ω2) όπου

|H(ω1,ω2)|→0, οι αντίστοιχες συχνότητες του σήµατος εισόδου αποκόπτονται.

Ουσιαστικά η σχέση (7.22) δηλώνει ότι η απόκριση συχνότητας του συστήµατος

είναι ο δισδιάστατος διακριτός µετασχηµατισµός Fourier της κρουστικής απόκρισης

του συστήµατος.

Η απόκριση συχνότητας H(ω1,ω2) είναι περιοδική συνάρτηση των συχνοτήτων ω1

και ω2 µε περίοδο 2π:

(7.23)

Η περιοδικότητα της απόκρισης των ψηφιακών συστηµάτων είναι αναµενόµενη

λόγω της ψηφιακής φύσης αυτών. Ίδια συµπεριφορά έχει και το φάσµα των δισ-

διάστατων ψηφιακών σηµάτων (Ενότητα 6.4). Ανάλογη δε συµπεριφορά παρου-

σιάζουν και τα µονοδιάστατα ψηφιακά σήµατα και συστήµατα (Κεφάλαια 1 έως 3). 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.5

Να υπολογιστεί το µέτρο της απόκρισης στη συχνότητα του δισδιάστατου ψηφια-

κού συστήµατος µε κρουστική απόκριση

h(n1,n2) = δ(n1 + 1,n2) + δ(n1–1,n2) + δ(n1,n2)

Λύση

∆εδοµένου ότι η κρουστική απόκριση έχει µόνο τρεις όρους ίσους µε τη µονάδα στις

θέσεις (n1,n2): (–1,0), (1,0) και (0,0), η σχέση (7.22) γράφεται

(7.24)

Η απόκριση συχνότητας που περιγράφεται από τη σχέση (7.24) είναι πραγµατική,
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εποµένως δεν αλλάζει τη φάση των αρµονικών συνιστωσών του σήµατος, µεταβάλ-

λεται δε µόνο στην κατεύθυνση της ω1. Χρησιµοποιώντας κατάλληλο λογισµικό σχε-

δίασης (λ.χ. MATLAB), µπορούµε να δούµε ότι η συνάρτηση |H(ω1,ω2)| έχει τη

µορφή που δείχνεται στο Σχήµα 7.15.

2 4 97 . 3  A ¶ √∫ ƒ π ™ ∏  ™ ∆ ∏  ™ À Ã ¡ √ ∆ ∏ ∆∞  ∆ ø ¡  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ø ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ø ¡  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆ ø ¡

™¯‹Ì· 7.15

Η µορφή της
συνάρτησης
|H(ω1,ω2)| =
|1+2cos(ω1)|,
όπως έχει ληφθεί
µε το MATLAB. 

Να υπολογιστεί το µέτρο της απόκρισης στη συχνότητα δισδιάστατου ψηφιακού

φίλτρου µέσης τιµής της επιλογής σας. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 7.3

Ένα φίλτρο µέσης τιµής υπολογίζει τη µέση τιµή ορισµένων δειγµάτων του σήµατος

εισόδου x(n1,n2) που βρίσκονται γύρω από τη θέση (n1,n2), και δίνει το αποτέλεσµα

στο δείγµα του σήµατος εξόδου y(n1,n2) που βρίσκεται στην αντίστοιχη θέση. Επει-

δή η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται, καθώς µετακινούµαστε σε όλες τις θέσεις

(n1,n2), το φίλτρο καλείται και φίλτρο του κινούµενου µέσου. Πρόκειται για ένα βαθυ-

Συχνότητα ω2

Συχνότητα ω1

|H(ω1,ω2)|
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περατό φίλτρο του οποίου οι συχνότητες αποκοπής εξαρτώνται από το πλήθος των

δειγµάτων που θα ληφθούν από το σήµα εισόδου. Ως βαθυπερατό φίλτρο, αποκό-

πτει τις υψηλές συχνότητες, «λειαίνει» (smooths) το θόρυβο, αλλά προκαλεί θόλω-

ση (blurring) στις ακµές των εικόνων. 

Ένα απλό φίλτρο µέσης τιµής είναι αυτό που περιγράφηκε στο Παράδειγµα 7.5. Σ’ αυτό

κάθε τιµή του σήµατος εξόδου y(n1,n2) υπολογίζεται από τρεις τιµές του σήµατος εισό-

δου, αυτές για τις οποίες η κρουστική απόκριση του φίλτρου h(n1,n2) είναι µη µηδενική.

Ένα άλλο φίλτρο µέσης τιµής είναι αυτό του οποίου η κρουστική απόκριση έχει ως εξής:

Κάθε δείγµα του σήµατος εξόδου υπολογίζεται από τη µέση τιµή των πέντε δειγµάτων

του σήµατος εισόδου x(n1,n2), x(n1–1,n2), x(n1 + 1,n2), x(n1,n2–1) και x(n1,n2 + 1). Σύµ-

φωνα µε την εξίσωση (7.22) το µέτρο της απόκρισης συχνότητας H(ω1,ω2) έχει ως εξής:

(7.25)

∆εδοµένου ότι η τελευταία ποσότητα είναι πραγµατική το µέτρο της είναι η απόλυ-

τη τιµή της, η οποία γραφικά έχει όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.16.
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™¯‹Ì· 7.16

Η µορφή της
συνάρτησης

|H(ω1,ω2)| =
|0,2{1 + 2cos(ω1)

+ 2cos(ω2)}|
όπως έχει ληφθεί

µε το MATLAB.

Συχνότητα ω2

Συχνότητα ω1

|H(ω1,ω2)|
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή είδαµε ότι η κρουστική απόκριση ενός δισδιάστατου ψηφιακού

φίλτρου καθορίζει και την απόκρισή του στη συχνότητα. Όταν η κρουστική από-

κριση είναι συµµετρική, η απόκριση στη συχνότητα είναι πραγµατική και δεν επη-

ρεάζει τη φάση των συνιστωσών του σήµατος. Στην περίπτωση αυτή τα φίλτρα

καλούνται «φίλτρα µηδενικής φάσης» (zero phase filters). 

7.4 ™¯Â‰›·ÛË ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Η σχεδίαση των δισδιάστατων ψηφιακών φίλτρων είναι δυσκολότερη από αυτή των

µονοδιάστατων. Επίσης, η υλοποίησή τους είναι πολύπλοκη γιατί στις περισσότερες

περιπτώσεις οι δισδιάστατες συναρτήσεις δεν µπορούν να παραγοντοποιηθούν, έτσι

ώστε να οδηγήσουν σε απλοποιηµένες δοµές. 

Στην παρούσα ενότητα θα προσδιορίσουµε αρχικά την κρουστική απόκριση ενός

δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου από τις επιθυµητές προδιαγραφές της απόκρισής

του H(ω1,ω2) στις συχνότητες ω1 και ω2. Στη συνέχεια θα γνωρίσουµε µία από τις

µεθόδους σχεδίασης των δισδιάστατων FIR φίλτρων, αυτή των παραθύρων. Θα κλεί-

σουµε την ενότητα µε αναφορά σε εφαρµογές των δισδιάστατων ψηφιακών φίλτρων

στην επεξεργασία της εικόνας. 

7.4.1 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÎÚÔ˘ÛÙÈÎ‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜ ·fi ÙËÓ ·fiÎÚÈÛË
Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ 

Σύµφωνα µε τη σχέση (7.22) η απόκριση συχνότητας H(ω1,ω2) ενός δισδιάστατου

ψηφιακού φίλτρου αποτελεί το δισδιάστατο µετασχηµατισµό Fourier της κρουστι-

2 5 17 . 4  ™ Ã ∂ ¢ π ∞ ™ ∏  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ø ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ø ¡  º π § ∆ ƒ ø ¡

Είδαµε στα προηγούµενα ότι είναι δυνατό η απόκριση συχνότητας του δισδιάστα-

του φίλτρου να είναι πραγµατική. Στην περίπτωση αυτή το φίλτρο δεν αλλοιώνει

τη φάση των αρµονικών του σήµατος (φίλτρο µηδενικής φάσης). Ποιο από τα επό-

µενα χαρακτηριστικά πρέπει, κατά τη γνώµη σας, να έχει η κρουστική απόκριση

του φίλτρου για να είναι αυτό µηδενικής φάσης;

α. Οι όροι της κρουστικής απόκρισης να είναι όλοι ίσοι.

β. Η κρουστική απόκριση του φίλτρου να είναι συµµετρική.

γ. Η κρουστική απόκριση να είναι διαχωρίσιµη. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 7.4
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κής του απόκρισης h(n1,n2). Με άλλα λόγια, η h(n1,n2) είναι ο δισδιάστατος αντί-

στροφος µετασχηµατισµός Fourier της H(ω1,ω2):

(7.26)

Η ολοκλήρωση υλοποιείται σε µία περίοδο της συνάρτησης H(ω1,ω2) στις κατευ-

θύνσεις ω1 και ω2. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.6

Να υπολογιστεί η κρουστική απόκριση ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου του οποίου

η απόκριση συχνότητας H(ω1,ω2) έχει ως εξής:

(7.27)

Λύση

Η απόκριση στη συχνότητα του φίλτρου θα έχει τη µορφή που φαίνεται στο Σχήµα 7.17. 
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™¯‹Ì· 7.17

Απόκριση συχνό-
τητας ιδανικού

βαθυπερατού φίλ-
τρου τετραγωνικής
µορφής. Στη σκια-
σµένη περιοχή η
H(ω1,ω2) είναι 1

και έξω από αυτήν
0. Η απόκριση
είναι περιοδική

(περίοδος 2π) και
επαναλαµβάνεται

στο επίπεδο
(ω1,ω2) προς όλες
τις κατευθύνσεις. 

Με βάση τη σχέση (7.26) η κρουστική απόκριση h(n1,n2) θα ισούται µε:

(7.28)
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Πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι η κρουστική απόκριση h(n1,n2), που υπολογίστηκε,

είναι διαχωρίσιµη, δεδοµένου ότι µπορεί να γραφεί ως γινόµενο h1(n1)h2(n2). Η µονο-

διάστατη κρουστική απόκριση h(n) είναι της ίδιας µορφής µε αυτή που συναντήσα-

µε στη σχεδίαση των µονοδιάστατων φίλτρων {σχέση (4.7)} και προκύπτει µε τον

ίδιο ακριβώς τρόπο που γνωρίσαµε στην Ενότητα 4.3. Η µορφή της απόκρισης

συχνότητας H(ω1,ω2) µπορεί να ποικίλει ανάλογα µε τις απαιτήσεις του σχεδιαστή.

Όταν θέλουµε το φίλτρο να παρουσιάζει κυκλική συµµετρία, δηλαδή να συµπερι-

φέρεται προς όλες τις κατευθύνσεις µε τον ίδιο τρόπο, τότε η σκιασµένη περιοχή του

Σχήµατος 7.17 είναι κύκλος και η λύση για την h(n1,n2) είναι περισσότερο πολύ-

πλοκη. 

7.4.2 ™¯Â‰›·ÛË ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ·Ú·ı‡ÚˆÓ

Τα δισδιάστατα FIR φίλτρα, σε αντίθεση µε τα IIR, έχουν πεπερασµένη κρουστική

απόκριση. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα τα FIR φίλτρα να είναι πάντα ευσταθή, αφού γι’

αυτά ισχύει η σχέση (7.20). Ένα άλλο επίσης σηµαντικό πλεονέκτηµα των δισδιά-

στατων FIR φίλτρων είναι ότι µπορούν να σχεδιαστούν ώστε η απόκριση συχνότη-

τάς τους να είναι πραγµατική, µε αποτέλεσµα να µην προκαλούν µεταβολή στη φάση

των διαφόρων συχνοτήτων του σήµατος. Για το λόγο αυτό καλούνται «φίλτρα µηδε-

νικής φάσης» και χρειάζεται προς τούτο να έχουν συµµετρική κρουστική απόκριση:

(7.29)

Τις πεπερασµένες αυτές κρουστικές αποκρίσεις τις πετυχαίνουµε αν αποκόψουµε

την απεριόριστη σε µήκος δισδιάστατη κρουστική απόκριση που λαµβάνουµε µε τον

υπολογισµό της σχέσης (7.28). Η αποκοπή της αρχικής κρουστικής απόκρισης

hD(n1,n2) που αντιστοιχεί στις ιδανικές ή επιθυµητές προδιαγραφές µπορεί να γίνει

αν πολλαπλασιάσουµε τους όρους της hD(n1,n2), έναν προς έναν, µε τους όρους της

δισδιάστατης διακριτής συνάρτησης w(n1,n2) που καλείται παράθυρο και η οποία

έχει πεπερασµένο µήκος 

(7.30)

Η δισδιάστατη διακριτή συνάρτηση w(n1,n2) έχει πεπερασµένο µήκος και πρέπει να

είναι συµµετρική, σύµφωνα µε τη σχέση 

, (7.31)

για να διατηρηθεί η ιδιότητα της µηδενικής φάσης στο τελικό φίλτρο. Η τελική από-

κριση συχνότητας H(ω1,ω2) προκύπτει από τη δισδιάστατη συνέλιξη στη συχνότη-

  w n n w n n( , ) ( , )1 2 1 2= − −

  h n n h n n w n nD( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 2= ⋅

  h n n h n n( , ) ( , )1 2 1 2= − −
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τα της αρχικής επιθυµητής απόκρισης HD(ω1,ω2) µε το φάσµα W(ω1,ω2) του παρα-

θύρου w(n1,n2), παρόµοια µε τη µονοδιάστατη περίπτωση (Ενότητα 3/ Κεφάλαιο 4).

Η επιλογή της συνάρτησης του παραθύρου είναι καθοριστική για την τελική µορφή

της απόκρισης του δισδιάστατου φίλτρου. Όπως και στη µονοδιάστατη περίπτωση,

το παράθυρο θα πρέπει να έχει κατάλληλη µορφή για να αποφεύγεται το φαινόµενο

Gibbs και ο βαθµός της εξασθένισης στη ζώνη απόρριψης του φίλτρου να είναι ικα-

νοποιητικός. Για το λόγο αυτό δεν χρησιµοποιείται το τετραγωνικό παράθυρο, το

οποίο εξάλλου αντιστοιχεί στην απλή αποκοπή της αρχικής κρουστικής απόκρισης

hD(n1,n2), και εποµένως, συνδέεται άµεσα µε τη δηµιουργία του φαινοµένου Gibbs.

Μπορούν όµως να χρησιµοποιηθούν όλες οι συναρτήσεις παραθύρων που υπάρχουν

στη βιβλιογραφία, ανάλογα κάθε φορά µε τις τελικές απαιτήσεις για το φίλτρο. Ο

πιο εύκολος τρόπος για να δηµιουργηθεί η δισδιάστατη ψηφιακή συνάρτηση w(n1,n2)

είναι από το γινόµενο δύο µονοδιάστατων παραθύρων:

(7.32)

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.7

Να σχεδιαστεί δισδιάστατο FIR φίλτρο µε κρουστική απόκριση που να έχει συνολικά

11 × 11 όρους. Η επιθυµητή απόκριση στη συχνότητα HD(ω1,ω2) θα πρέπει να είναι: 

(7.33)

Να γίνει χρήση του µονοδιάστατου παραθύρου του Hamming. 

Λύση

Η επιθυµητή απόκριση του φίλτρου στις συχνότητες ω1 καιω2, η οποία περιγράφε-

ται από τη σχέση (7.33) έχει γραφικά όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.18.
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Η ιδανική κρουστική απόκριση θα υπολογιστεί µε βάση τη σχέση (7.26) ως ο αντί-

στροφος µετασχηµατισµός Fourier της απόκρισης συχνότητας HD(ω1,ω2): 

(7.34)

Το µονοδιάστατο παράθυρο Hamming δίνεται από τη σχέση

(7.35)

Για Ν = 5 το µονοδιάστατο παράθυρο w(n) έχει συνολικά 11 όρους. Έτσι, το δισ-

διάστατο w(n1,n2) που θα προκύψει από τη σχέση (7.32), θα έχει συνολικά 11 × 11

= 121 όρους. Η τελική κρουστική απόκριση, που παρουσιάζεται στο Σχήµα 7.19,

υπολογίζεται ως

Αφού η κρουστική απόκριση είναι γνωστή, η απόκριση συχνότητας H(ω1,ω2) του

τελικού φίλτρου θα υπολογιστεί όπως ακριβώς στο Παράδειγµα 7.5. Η απόκριση

αυτή δίνεται στο Σχήµα 7.20.
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Η τελική κρουστι-
κή απόκριση του
δισδιάστατου FIR
φίλτρου του
Παραδείγµατος
7.7, µε 11 × 11 =
121 όρους. 
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7.4.3 ÕÏÏÂ˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ Û¯Â‰›·ÛË˜ ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Η µέθοδος σχεδίασης των δισδιάστατων FIR φίλτρων µε τα παράθυρα που παρου-

σιάστηκε προηγούµενα, είναι η απλούστερη διαδικασία σχεδίασης που µπορεί να

βρει ο αναγνώστης στη βιβλιογραφία. Με τη µέθοδο αυτή είναι δυνατό να σχεδια-

στούν φίλτρα κυκλικώς συµµετρικά στις συχνότητες, και όχι µόνο µε ορθογώνια

H(ω1,ω2) όπως αυτές που µελετήθηκαν στα Παραδείγµατα 7.6 και 7.7. Άλλες µέθο-

δοι σχεδίασης των FIR φίλτρων είναι οι ακόλουθες:

• Μέθοδος σχεδίασης βέλτιστων δισδιάστατων FIR φίλτρων. Η µέθοδος προτάθη-

κε από τον McClellan και αποδίδει δισδιάστατα FIR φίλτρα µε τις καλύτερες προ-

διαγραφές για την H(ω1,ω2), όταν το πλήθος των όρων της κρουστικής απόκρι-

σης είναι συγκεκριµένο. Πρόκειται ουσιαστικά, για αλγόριθµο βελτιστοποίησης

που αποτελεί τη δισδιάστατη έκδοση της αντίστοιχης µεθόδου για τα µονοδιά-

στατα FIR φίλτρα. Η µέθοδος απαιτεί υψηλή υπολογιστική ισχύ για φίλτρα µεσαί-

ων προδιαγραφών (λ.χ., για τον προσδιορισµό κρουστικής απόκρισης µε 33 × 33

= 1089 όρους). 

• Σχεδίαση των δισδιάστατων FIR φίλτρων χρησιµοποιώντας µετασχηµατισµούς.Με

τη µέθοδο αυτή, την οποία επίσης πρότεινε ο McClellan, επιτυγχάνεται ο σχε-

διασµός δισδιάστατων FIR φίλτρων µε απόκριση συχνότητας κυκλικά συµµε-

™¯‹Ì· 7.20

Το µέτρο της από-
κρισης συχνότητας

|H(ω1,ω2)| του
δισδιάστατου FIR
φίλτρου του παρα-

δείγµατος 7.7.

Συχνότητα ω2

Συχνότητα ω1

|H(ω1,ω2)|
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τρική (κυρίως στις χαµηλές συχνότητες). Τα δισδιάστατα FIR φίλτρα προκύπτουν

από κατάλληλο µετασχηµατισµό µονοδιάστατων FIR φίλτρων. Αν τα µονοδιά-

στατα FIR φίλτρα είναι βέλτιστα, τότε και τα δισδιάστατα που προκύπτουν είναι

κατά προσέγγιση βέλτιστα. 

Ολοκληρώνοντας τη συζήτηση για τη σχεδίαση των δισδιάστατων φίλτρων θα πρέ-

πει να αναφερθούµε για λίγο στα δισδιάστατα IIR φίλτρα. Όπως είναι γνωστό από

τα κεφάλαια 4 και 5 τα µονοδιάστατα ΙIR φίλτρα σε σχέση µε τα µονοδιάστατα FIR

παρουσιάζουν τα ακόλουθα δύο µειονεκτήµατα:

• ∆εν είναι πάντα ευσταθή και γι’ αυτό το λόγο χρειάζεται προσοχή στην τοποθέ-

τηση των πόλων του φίλτρου. 

• ∆εν έχουν γραµµική απόκριση φάσης. 

Τα ίδια ακριβώς µειονεκτήµατα παρουσιάζουν και τα δισδιάστατα IIR φίλτρα. Επι-

πρόσθετα, οι δισδιάστατες συναρτήσεις µπορούν να ελεγχθούν ως προς την ευστά-

θειά τους αρκετά δύσκολα (είναι γενικά δύσκολη η παραγοντοποίηση και ο καθορι-

σµός των πόλων), ενώ η έλλειψη γραµµικής φάσης είναι καταστροφική για την εικό-

να, όπως αναφέραµε στην Ενότητα 6.4. Για τους δύο αυτούς λόγους αποφεύγεται η

χρησιµοποίηση των δισδιάστατων IIR φίλτρων στην ψηφιακή επεξεργασία εικόνας,

παρόλο που µπορούν να πετύχουν την ίδια απόκριση στη συχνότητα µε λιγότερους

συντελεστές. 

7.4.4 ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ 

Οι εφαρµογές των δισδιάστατων FIR φίλτρων, κυρίως στην επεξεργασία της ψηφια-

κής εικόνας, είναι ποικίλες δεδοµένης της ιδιότητας των φίλτρων αυτών να µην αλλά-

ζουν τη φασική σχέση των αρµονικών του σήµατος. Μεταξύ των εφαρµογών αυτών

µπορούµε να αναφέρουµε επιλεκτικά τις ακόλουθες: 

• Εξαγωγή του θορύβου Gauss µε τη βοήθεια βαθυπερατού FIR φίλτρου (βλ.

Σχήµα 7.21).

• Ανίχνευση των ακµών µιας εικόνας (edge detection) µε τη βοήθεια υψηπερατού

FIR φίλτρου (Βλ. Σχήµα 7.22).

• Χρήση των FIR φίλτρων στην αποκατάσταση της εικόνας από συστηµατικά

σφάλµατα (image restoration) και γενικότερα στην περίπτωση επίλυσης αντί-

στροφων προβληµάτων.

• Χρήση των FIR φίλτρων στη διαδικασία της σύνθεσης τοµών αντικειµένου από

προβολικές εικόνες (αξονική τοµογραφία). 
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Πρέπει να σηµειωθεί ότι τα FIR φίλτρα ως γραµµικά συστήµατα έχουν και µειονε-

κτήµατα. Το κυριότερο από αυτά είναι η θόλωση που προκαλεί στις ακµές της εικό-

νας, όταν προσπαθούµε να εξάγουµε θόρυβο (βλέπε Σχήµα 7.21γ).

™¯‹Ì· 7.21

α) Η αρχική εικό-
να, β) η εικόνα µε
θόρυβο Gauss. 
γ) Η µείωση του
θορύβου µε τη

βοήθεια 
δισδιάστατου FIR
φίλτρου προκαλεί

ανεπιθύµητη
θόλωση 

των ακµών της
εικόνας. 

™¯‹Ì· 7.22

Η χρήση υψιπερα-
τού FIR φίλτρου
βοηθά στην απο-
µόνωση και ενί-

σχυση των ακµών
της εικόνας. 

α β

γ
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Στην παράγραφο αυτή αναφερθήκαµε σε τρόπους σχεδίασης των δισδιάστατων FIR

φίλτρων. Αναλυτικά, γνωρίσαµε τη µέθοδο σχεδίασης µε τη χρήση των παραθύ-

ρων. Τα FIR φίλτρα είναι τα γραµµικά φίλτρα που χρησιµοποιούνται περισσότερο.

Το γεγονός αυτό οφείλεται στην ιδιότητα που έχουν να µην αλλάζουν τη φασική

σχέση των αρµονικών του σήµατος (φίλτρα µηδενικής φάσης), αν σχεδιαστούν έτσι

ώστε να παρουσιάζουν συµµετρική κρουστική απόκριση. 

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο κεφάλαιο αυτό γνωρίσαµε τον τρόπο που επιδρούν τα γραµµικά, αµετάβλητα

στην ολίσθηση δισδιάστατα ψηφιακά φίλτρα πάνω στα δισδιάστατα σήµατα. Στην

ουσία οι δύο αυτές ιδιότητες, γραµµικότητα και αµεταβλητότητα στην ολίσθηση,

οδηγούν στην πράξη της δισδιάστατης γραµµικής συνέλιξης. Τα φίλτρα αυτά χαρα-

κτηρίζονται από την κρουστική τους απόκριση, που είναι µια δισδιάστατη διακρι-

τή συνάρτηση και καθορίζει την απόκριση του φίλτρου στις χωρικές συχνότητες

ω1 και ω2. Τέλος, γνωρίσαµε µία από τις µεθόδους σχεδίασης των δισδιάστατων

FIR φίλτρων. Τα FIR φίλτρα είναι κατάλληλα στην επεξεργασία της ψηφιακής εικό-

νας διότι δεν αλλάζουν τις φασικές σχέσεις των αρµονικών του φάσµατος της εικό-

νας (φίλτρα µηδενικής φάσης), εποµένως δεν καταστρέφουν τη µορφή της εικόνας.

2 5 9™ À ¡ √æ∏ ∫∂º∞§∞π√À
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Cascade σε σειρά

Convolution Συνέλιξη

Edge detection Ανίχνευση ακµών

Image restoration Αποκατάσταση της εικόνας

Linear systems Γραµµικά συστήµατα

Separable ∆ιαχωρίσιµος 

Shift–Invariant Αµετάβλητο στην ολίσθηση

Two–dimensional ∆ισδιάστατος

Zero phase response Απόκριση µηδενικής φάσης 
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1.1

Γνωρίζοντας, πλέον, το θεώρηµα δειγµατοληψίας, µπορούµε εύκολα να διαπιστώ-

σουµε αν θα παρουσιαστεί το φαινόµενο της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας. Και

αν παρουσιαστεί, τότε µπορούµε µε βάση τη σχέση F0 = Fk–kFs, να υπολογίσουµε

τη συχνότητα στην οποία αντιστοιχούν τα δείγµατα που πήραµε. Έτσι, η συχνότη-

τα του αναλογικού σήµατος είναι F = 100 Hz. Για να αντιπροσωπευθεί σωστά το

σήµα αυτό στον ψηφιακό χώρο πρέπει να λάβουµε δείγµατά του µε συχνότητα του-

λάχιστον 2F = 2⋅100 = 200 Hz. Άρα, και στις δύο περιπτώσεις δε θα αποφύγουµε το

φαινόµενο της χαµηλού (ανεπαρκούς) ρυθµού δειγµατοληψίας (φαινόµενο φασµα-

τικής επικάλυψης).

(α) Για Fs = 75 Hz τα δείγµατα που θα πάρουµε θα αντιστοιχούν στη δειγµατολη-

ψία του ηµιτονοειδούς της βασικής περιοχής συχνοτήτων (–Fs/2 ≤ F0 ≤ Fs/2) µε

συχνότητα ίση προς Fο = Fk–kFs = 100–1⋅75 = 25 Hz.

(β) Για Fs = 150 Hz τα δείγµατα που θα πάρουµε θα αντιστοιχούν στη δειγµατολη-

ψία του ηµιτονοειδούς της βασικής περιοχής συχνοτήτων (–Fs/2 ≤ F0 ≤ Fs/2) µε

συχνότητα ίση προς F0 = Fk–kFs = 100–1⋅150 = –50 Hz.

Αυτή ήταν µία εύκολη άσκηση. Αν τα καταφέρατε, σηµαίνει πως έχετε κατανοήσει

το φαινόµενο της χαµηλού (ανεπαρκούς) ρυθµού δειγµατοληψίας. Συνεχίστε στις

επόµενες ασκήσεις. Αν όχι, τότε επαναλάβετε τα Παραδείγµατα 1.3 και 1.4 και ξανα-

προσπαθήστε. Χρειάζεται κάποιος χρόνος µέχρι να εξοικειωθείτε µε τις ιδιαιτερό-

τητες των σηµάτων που προέρχονται από δειγµατοληψία. 

1.2

Υπάρχουν δύο τρόποι για να λύνουµε αυτού του είδους τις ασκήσεις, δηλαδή τις

ασκήσεις στις οποίες µας ζητείται να δώσουµε τα σήµατα διακριτού χρόνου και όχι

µόνο τις συχνότητές τους.

Ο πρώτος είναι αυτός κατά τον οποίο, ξεκινώντας από τον ορισµό της δειγµατολη-

ψίας, αντικαθιστούµε τη µεταβλητή t µε nT, και εκτελούµε τις όποιες τριγωνοµε-

τρικές πράξεις.

Ο δεύτερος είναι εκείνος κατά τον οποίο υπολογίζουµε πρώτα τις συχνότητες που

θα προκύψουν από τη δειγµατοληψία (όπως κάναµε και στην άσκηση αυτοαξιολό-

γησης 1.1), και µετά προσδιορίζουµε τις αντίστοιχες σχέσεις για τα σήµατα διακρι-

τού χρόνου. Όποιον από τους τρόπους και αν επιλέξετε, θα πρέπει να βρείτε το ίδιο
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αποτέλεσµα, το οποίο στην προκειµένη περίπτωση είναι x1(n) = x2(n) = x3(n) =

cos(0,6πn). Ας τα πάρουµε όµως από την αρχή.

Η περίοδος δειγµατοληψίας ισούται µε T = 1/Fs = 1/100 Hz = 0,01 sec. Άρα, οι ακο-

λουθίες που θα προκύψουν θα είναι οι εξής:

x1(n) = cos(60πnT) = cos(0,6πn)

x2(n) = cos(140πnT) = cos(1,4πn) = cos[(2π–0,6π)n] = cos(0,6πn)

x3(n) = cos(260πnT) = cos(2,6πn) = cos[(2π + 0,6π)n] = cos(0,6πn)

Συµπεραίνουµε, εποµένως, ότι η δειγµατοληψία των τριών αναλογικών σηµάτων,

διαφορετικής συχνότητας το καθένα, οδήγησε τελικά στο ίδιο σήµα διακριτού χρό-

νου cos(0,6πn).

Όπως αναφέραµε προηγουµένως, στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε αν εφαρµό-

σουµε την σχέση F0 = Fk–kFs για καθεµιά από τις συχνότητες. ∆ηλαδή, η συχνότη-

τα του σήµατος x1(t) είναι F1 = 30 Hz και, κατά συνέπεια, δε θα παρουσιαστεί το

φαινόµενο της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας, αφού F1 < Fs/2 = 50 Hz. Άρα, x1(n)

= cos[2π(F1/Fs)n] = cos[2π(30/100)n] = cos(0,6πn). Η συχνότητα του σήµατος x2(t)

είναι F2 = Fk = 70 Hz και τα δείγµατα που θα πάρουµε θα αντιστοιχούν στη δειγµα-

τοληψία ενός ηµιτονοειδούς συχνότητας F0 = Fk–kFs = 70–100 = –30Hz. Άρα x2(n)

= cos[2π(F2/Fs)n] = cos[2π(–30/100)n] = cos(–0,6πn) = cos(0.6πn).Τέλος, η συχνό-

τητα του σήµατος x3(t) είναι F3 = 130Hz και τα δείγµατα που θα πάρουµε θα αντι-

στοιχούν στη δειγµατοληψία ενός ηµιτονοειδούς συχνότητας F0 = Fk–kFs = 130–100

= 30 Hz. Άρα x3(n) = x1(n). Συνεπώς, και τα τρία αναλογικά x1(t), x2(t), x3(t) σήµα-

τα αντιπροσωπεύονται από τα ίδια δείγµατα µετά τη δειγµατοληψία τους µε ρυθµό

100Hz.

Αν και εσείς καταλήξατε στο ίδιο αποτέλεσµα, τότε προχωράτε πολύ καλά. Συνεχί-

στε µε την επόµενη άσκηση αυτοαξιολόγησης. Αν δεν τα καταφέρατε, µελετήστε

και πάλι τα Παραδείγµατα 1.3 και 1.4 και ξαναπροσπαθήστε.

1.3

Στην άσκηση αυτή θα πρέπει να προσέξετε το γινόµενο του ηµιτόνου µε το συνηµί-

τονο. Αυτό είναι το συνηθισµένο λάθος που γίνεται στην περίπτωση αυτή. Παρατη-

ρήστε ότι σ’ όλες τις προηγούµενες ασκήσεις είχαµε µόνο αθροίσµατα (ή διαφορές)

ηµιτονοειδών, και εξετάζοντας κάθε όρο του αθροίσµατος χωριστά, µπορούσαµε να

προσδιορίσουµε τη συχνότητα του κάθε ηµιτονοειδούς. Για να εκφράσουµε το γινό-

µενο της άσκησης αυτής ως άθροισµα ηµιτονοειδών, θα χρησιµοποιήσουµε την
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σχέση 2sinΑcosB = sin (Α + B) + sin(Α–B). Εποµένως, έχουµε:

x(t) = sin(πt) + 4sin(3πt)cos(2πt) = sin(πt) + 2[sin(3πt + 2πt) + sin(3πt–2πt)] =

sin(πt) + 2sin(5πt) + 2sin(πt) = 3sin(πt) + 2sin(5πt) = 3sin(2π t) +

2 sin(2π t)

Βλέπουµε ότι το αναλογικό σήµα x(t) αποτελείται από δύο συχνότητες, 

την F1 = kHz και την F2 = kHz. 

Η ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας για την F1 είναι 2F1 = 2(1/2) = 1 kHz, ενώ

για την F2 είναι 2F2 = 2(5/2) = 5 kHz. Συνεπώς, λαµβάνοντας δείγµατα του σήµα-

τος µε ρυθµό 3 kHz, για την F1 δε θα υπάρξει πρόβληµα και τα δείγµατα που θα

πάρουµε θα αντιστοιχούν σ΄ αυτή. Για το ηµιτονοειδές όµως µε συχνότητα F2, θα

παρουσιαστεί πρόβληµα, εξαιτίας της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας, αφού για

να το αναπαραστήσουµε σωστά θα έπρεπε να λαµβάνουµε δείγµατα µε συχνότητα

τουλάχιστον 5 kHz. Έτσι, τα δείγµατα που θα προκύψουν θα αντιστοιχούν σ’ ένα

ηµιτονοειδές συχνότητας 

F0 = Fk–kFs = –k3 = – kHz, όπου Fk = F2 = kHz και k = 1, 

αφού η τιµή F0 που προέκυψε ανήκει στο διάστηµα [–Fs/2, Fs/2]. Τελικά, ως συµπέ-

ρασµα προκύπτει ότι τα δείγµατα που θα πάρουµε από τη δειγµατοληψία του x(t),

θα αντιστοιχούν σ’ ένα και µόνο ηµιτονοειδές συχνότητας kHz. 

Επισηµαίνεται ότι στο ίδιο αποτέλεσµα θα είχαµε καταλήξει αν εργαζόµασταν µόνο

µε τη σχέση x(t) = 3sin(πt) + 2sin(5πt), και αντικαθιστούσαµε t = nT, όπου T = 1/Fs

= 1/3 msec. Επαληθεύστε το.

1.4

Είναι εύκολο να δούµε ότι η ακολουθία p(n) µπορεί να εκφραστεί ως διαφορά δύο

βηµατικών ακολουθιών, από τις οποίες η µία είναι ολισθηµένη ως προς την άλλη

κατά 4 µονάδες (δείγµατα). Έχουµε, δηλαδή, p(n) = u(n)–u(n–4), όπως φαίνεται και

στο Σχήµα 1.30. Αν πάλι δεν το σκεφτήκατε έτσι και κάνατε χρήση της µοναδιαίας

κρουστικής δ(n), τότε θα καταλήξατε στο σωστό αποτέλεσµα, αλλά λίγο πιο επίπο-

να. Παρατηρείτε, δηλαδή, ότι p(n) = δ(n) + δ(n–1) + δ(n–2) + δ(n–3). Αλλά, µε βάση

τη σχέση (1.33) έχουµε
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δ(n) = u(n) – u(n–1)

δ(n–1) = u(n–1) – u(n–2)

δ(n–2) = u(n–2) – u(n–3)

δ(n–3) = u(n–3) – u(n–4)

Προσθέτοντας κατά µέλη καταλήγουµε και πάλι στο ίδιο αποτέλεσµα p(n) =

u(n)–u(n–4).

p(n) u(n) u(n–4)

1 1 1

-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4n n n

= –

™¯‹Ì· 1.30

Παλµός διακριτού
χρόνου ως διαφο-
ρά βηµατικών
ακολουθιών

Η απάντηση αυτή είναι εύκολη για εκείνον που έχει κατανοήσει την έννοια της ολί-

σθησης σηµάτων προς τα αριστερά (προήγηση) ή τα δεξιά (καθυστέρηση). Αν δεν

τα καταφέρατε µην απογοητευτείτε. Είναι έννοιες που φαίνονται εύκολες, αλλά

συχνά προκαλούν σύγχυση. Πιθανόν να µπερδευτείτε όταν σας ζητηθεί να σχεδιά-

σετε µία ακολουθία σαν την u(n–4). Βλέποντας το µείον (–) µπροστά από το 4, συνή-

θως νοµίζουµε ότι το σήµα βρίσκεται στα αρνητικά. Προσοχή σ’ αυτό! Χρειάζεται

εξοικείωση µε τις έννοιες αυτές και να τις κατανοήσουµε. Το σηµείο–κλειδί είναι

εκεί όπου µηδενίζεται η παράσταση στην παρένθεση. Στην προκειµένη περίπτωση

αυτό συµβαίνει για n–4 = 0, δηλαδή για n = 4. Συνεπώς, η ακολουθία (το σήµα) αρχί-

ζει από το σηµείο n = 4. Και αφού το n είναι θετικό, το σήµα θα συνεχίζει προς µεγα-

λύτερες τιµές, δηλαδή προς τα δεξιά. Ένα τέτοιο σήµα λέµε ότι έχει υποστεί καθυ-

στέρηση κατά 4 µονάδες χρόνου. Το αν ένα σήµα έχει υποστεί καθυστέρηση (delay)

ή προήγηση (advance) εξαρτάται από το αν αυτό βρίσκεται µετά ή πριν από το 0

(µηδέν). Ας µην ξεχνάµε ότι η µεταβλητή n συνήθως αναφέρεται στο χρόνο. Έτσι,

λαµβάνοντας ως αναφορά τη χρονική στιγµή n = 0, ό,τι συµβαίνει µετά το n = 0

σηµαίνει ότι είναι χρονικά καθυστερηµένο, ενώ ό,τι συµβαίνει πριν το n = 0 σηµαί-

νει ότι χρονικά προηγείται. 

1.5

Σ’ όλες αυτές τις περιπτώσεις, βασιζόµαστε στους αντίστοιχους ορισµούς. Αν και

φαίνονται τόσο εύκολοι και κατανοητοί όταν τους διαβάζουµε, εντούτοις η εφαρ-

µογή τους µπορεί πολλές φορές να µας φέρνει κάποιες δυσκολίες. Ας εφαρµόσουµε

τον ορισµό της γραµµικότητας για την άσκηση αυτή.

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 264



Για είσοδο x1(n), η έξοδος του συστήµατος θα είναι y1(n) = 3x1(n) + 3. Για είσοδο

x2(n), η έξοδος του συστήµατος θα είναι y2(n) = 3x2(n) + 3. Τέλος, για είσοδο x3(n)

= ax1(n) + bx2(n), η έξοδος θα ισούται µε y3(n) = 3x3(n) + 3 = 3[ax1(n) + bx2(n)] +

3 = 3ax1(n) + 3bx2(n) + 3 = 3ax1(n) + 3bx2(n) + 3 + 3a–3a + 3b–3b = a[3x1(n) + 3]

+ b[3x2(n) + 3] + 3(1–a–b) = ay1(n) + by2(n) + 3(1–a–b) ≠ a y1(n) + b y2(n). Άρα, το

σύστηµα είναι µη γραµµικό.

Αν καταλήξατε στο σωστό αποτέλεσµα, τότε σας αξίζουν συγχαρητήρια. Ήταν σχε-

τικά δύσκολη η απόδειξη, αφού έπρεπε να δηµιουργήσουµε τα y1(n), y2(n) στην τελι-

κή έκφραση προσθαφαιρώντας κατάλληλους όρους. Αν δεν τα καταφέρατε, µελετή-

στε και πάλι την έννοια της γραµµικότητας στην ενότητα 1.4 και ξαναπροσπαθήστε.

1.6

Αφού το σύστηµα y(n) = nx(n) έχει ένα συντελεστή χρονικά µεταβαλλόµενο, περι-

µένουµε αυτό να µην είναι χρονικά αµετάβλητο. Πράγµατι, αν εφαρµόσουµε στην

είσοδο την καθυστερηµένη κατά n0 ακολουθία x(n–n0), η έξοδος θα είναι yd(n) = n

x(n–n0). Από την άλλη πλευρά, αν καθυστερήσουµε την έξοδο y(n) κατά n0, αντικα-

θιστώντας όπου n το n–n0, τότε η έξοδος θα είναι y(n–n0) = (n–n0)x(n–n0) ≠ yd(n).

Συνεπώς το σύστηµα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το σύστηµα y(n) = x(2n), γιατί στην ουσία πρό-

κειται για ένα σύστηµα υποδειγµατοληψίας. Η έξοδος ενός τέτοιου συστήµατος «κρα-

τάει» τα άρτια µόνο δείγµατα της ακολουθίας εισόδου. Αν λοιπόν καθυστερήσουµε

την είσοδο κατά n0 δείγµατα, δηλαδή αν εφαρµόσουµε στο σύστηµα την x(n–n0),

τότε η έξοδος θα είναι yd(n) = x(2n–n0). Αν τώρα καθυστερήσουµε την έξοδο κατά

n0 µονάδες, γεγονός που εκφράζεται µαθηµατικά µε αντικατάσταση του n µε το n–n0,

τότε η έξοδος θα ισούται µε y(n–n0) = x{2(n–n0)} = x(2n–2n0) ≠ x(2n–n0) = yd(n).

Γίνεται φανερό, εποµένως, ότι ένα τέτοιο σύστηµα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.

Αυτό µπορεί εύκολα να γίνει κατανοητό µε το ακόλουθο παράδειγµα. Έστω ότι η

ακολουθία εισόδου είναι {x(n)} = {x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, …}. Τότε η ακολουθία εξό-

δου θα ισούται µε {y(n)} = {x(2n)} = {x0, x2, x4, x6, …}. Καθυστερούµε την είσοδο

κατά µία µονάδα (n0 = 1), δηλαδή κατά ένα δείγµα, οπότε αυτή γίνεται {x(n–1)} =

{0, x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, …}. Η ακολουθία εξόδου θα είναι τώρα ίση µε {y(n)} =

{x(2n–1)} = {0, x1, x3, x5, …}. Παρατηρούµε, εποµένως, ότι αυτή δεν ισούται µε την

προηγούµενη ακολουθία εξόδου η οποία έχει υποστεί καθυστέρηση κατά µία µονά-

δα, αλλά πρόκειται για µία εντελώς διαφορετική ακολουθία, επιβεβαιώνοντας έτσι

ότι το σύστηµα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.

Αν απαντήσατε σωστά, τότε σας αξίζουν πραγµατικά συγχαρητήρια. Αν πάλι δεν
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καταφέρατε να απαντήσετε σωστά, µην απογοητευτείτε. Γίνεται φανερό, για µια

ακόµη φορά, ότι φαινοµενικά πρόκειται για απλές έννοιες, οι οποίες όµως παρου-

σιάζουν αρκετή δυσκολία στην κατανόησή τους, όπως και στην κατανόηση της δια-

δικασίας απόδειξής τους. ∆είτε ξανά τον ορισµό της χρονικής αµεταβλητότητας ενός

συστήµατος και επαναλάβετε την προσπάθειά σας. 

1.7

Αυτή την άσκηση µπορούµε εύκολα να τη λύσουµε, αφού έχουµε ήδη αντιµετωπί-

σει την πιο δύσκολη περίπτωση του Παραδείγµατος 1.8. Ας δούµε τη διαδικασία και

πάλι, υπολογίζοντας τη συνέλιξη y(n) = h(n)*x(n). Μας δίνεται ότι h(n) = anu(n) και

x(n) = Αu(n). Άρα

ή

όπου n ≥ 0 και C0, C1, σταθερές εξαρτώµενες από το πλάτος της εισόδου Α και την

παράµετρο a της µοναδιαίας κρουστικής. Για να εξοικειωθείτε µε αυτού του είδους

τις ασκήσεις, επαναλάβετε τους υπολογισµούς για την περίπτωση y(n) = x(n)*h(n).

1.8

Υπάρχουν τουλάχιστον δύο τρόποι για να λύσετε την άσκηση αυτή. Ο ένας είναι ο

γνωστός τρόπος, που χρησιµοποιήσαµε στο Παράδειγµα 1.8 και στην άσκηση αυτο-

αξιολόγησης 1.7, κατά τον οποίο υπολογίζουµε τη ζητούµενη συνέλιξη µε βάση τους

ορισµούς (1.39) ή (1.40), όπου h(n) = (an + bn)u(n) και x(n) = Αu(n). Ένας δεύτερος

τρόπος είναι εκείνος κατά τον οποίο, χρησιµοποιώντας την επιµεριστική ιδιότητα

της συνέλιξης και αξιοποιώντας το αποτέλεσµα της άσκησης αυτοαξιολόγησης 1.7,

έχουµε:

h(n) = (an + bn)u(n) = anu(n) + bnu(n) = h1(n) + h2(n). Εποµένως 

y(n) = h(n)*x(n) = [h1(n) + h2(n)]*x(n) = h1(n)*x(n) + h2(n)*x(n). 

Το αποτέλεσµα h1(n)*x(n) µας είναι ήδη γνωστό από την άσκηση αυτοαξιολόγησης

1.7 και ισούται µε . Κατ’ αναλογία, το αποτέλεσµα της
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συνέλιξης h2(n)*x(n) θα ισούται µε . 

Συνεπώς, η έξοδος του συστήµατος θα είναι: y(n) = C0 + C1a
n + C2 + C3b

n.

Αν υπολογίσατε το σωστό αποτέλεσµα µε κάποιον από αυτούς τους τρόπους, τότε

σας αξίζουν συγχαρητήρια. Αν δεν τα καταφέρατε, µελετήστε και πάλι το Παρά-

δειγµα 1.8 και την ΄Aσκηση Aυτοαξιολόγησης 1.7 και ξαναπροσπαθήστε. Είναι θέµα

χρόνου το να εξοικειωθείτε µε τις ασκήσεις αυτού του είδους.

1.9

Είναι φανερό ότι θα πρέπει να αξιοποιήσουµε τις ιδιότητες της συνέλιξης, που γνω-

ρίσαµε στην ενότητα 1.4, για να υπολογίσουµε την συνολική κρουστική απόκριση

του συστήµατος. Από το Σχήµα 1.29 βλέπουµε ότι h(n) = h1(n) + h2(n)*[h3(n) + h4(n)]

= h1(n) + h2(n)*h3(n) + h2(n)*h4(n). Αλλά

h2(n)*h3(n) = [ δ(n)– δ(n–1)]*2δ(n) = δ(n)*2δ(n)– δ(n–1)*2δ(n)

= δ(n)– δ(n–1)

h2(n)*h4(n) = [ δ(n)– δ(n–1)]*[–2( )nu(n)]

= δ(n)*[–2( )nu(n)]– δ(n–1)*[–2( )nu(n)]

= –( )nu(n) + ( )n–1u(n–1) = –( )n[u(n)–u(n–1)]

= –( )nδ(n) = –δ(n).

Άρα, h(n) = [δ(n) + δ(n–1)] + [δ(n)– δ(n–1)] + [–δ(n)] = δ(n)

Η δυσκολία σ’ αυτή την άσκηση δε βρίσκεται στη χρήση των ιδιοτήτων της συνέ-

λιξης, αλλά στον υπολογισµό της συνέλιξης ενός σήµατος µε την κρουστική ακο-

λουθία. Από τον ορισµό της συνέλιξης (σχέση 1.37), µπορούµε εύκολα να διαπι-

στώσουµε ότι δ(n)*g(n) = g(n), δ(n–m)*g(n) = g(n–m). Αυτό άλλωστε το είδαµε και

στο Σχήµα 1.22.

Έχοντας όλα αυτά κατά νου, προσπαθήστε να λύσετε την άσκηση χρησιµοποιώντας

όµως την πρώτη ισότητα για την h(n), δηλαδή h(n) = h1(n) + h2(n)*[h3(n) + h4(n)].
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2.1

Η άσκηση αυτή είναι εύκολο να λυθεί, αν θυµηθούµε ότι δ(n–M) = 1 µόνο για n =

M, και εργαστούµε όπως στο Παράδειγµα 2.2. Έτσι, από τον ορισµό (2.1) έχουµε:

Παρατηρούµε ότι το µέτρο της συνάρτησης που υπολογίσαµε είναι και πάλι ίσο µε 1,

αφού , 

ενώ η φάση είναι ανάλογη της συχνότητας, δηλαδή ∠ X(ejω) = –ωM.

Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις δίνονται στο Σχήµα 2.15.

  
X e e jj j( ) cos( ) sin( cos ( (ω ω ω ω ω ω= = − =− Μ Μ Μ Μ Μ) )+ sin )22

  
X e x n e n M e ej j

n

j

n

j M( ) ( )ω ω ω ω= = − =−

=−∞

∞
−

=−∞

∞
−∑ ∑n nδ( )

δ (n–M)

0

1

0

0M n

(α)

|X(ejω)|

∠X(e jω)

-2π -π

1

π 2π ω

ω

(β)

™¯‹Ì· 2.15

(α) Η ακολουθία
δ(n–M) και 
(β) το µέτρο 
και η φάση του
µετασχηµατισµού
Fourier αυτής.

Αν καταλήξατε στο σωστό αποτέλεσµα, µπράβο σας. Αν όχι, ξαναπροσπαθήστε. ∆ύο

είναι τα σηµεία τα οποία πιθανόν δεν έχετε κατανοήσει: (α) τη µοναδιαία κρουστι-

κή δ(n–M) η οποία είναι παντού ίση µε µηδέν, εκτός του σηµείου n = M, όπου έχει

την τιµή 1 (Βλ. ενότητα 1.3), και (β) τους ορισµούς τους σχετικούς µε τους µιγαδι-

κούς αριθµούς. Οι ορισµοί (2.3) έως (2.6) θα σας βοηθήσουν σ’ αυτό. ∆είτε τους και

προσπαθήστε και πάλι να λύσετε µόνοι σας την άσκηση. 

2.2

Θυµηθείτε ότι µε βάση τη σχέση 1.34 ο παλµός x(n) γράφεται: 

.
  
x n x m n m n n n n n

m

( ) ( ) ( ) )= − = ⋅ + + + − −[ ]
=−∞

∞

∑ δ δ δ δ δ δ1 2 1 1 2( ( )+ ( )+ ( )+ ( )
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Εποµένως, από τον ορισµό (2.1) του DTFT έχουµε:

Οι γραφικές παραστάσεις του παλµού x(n) για Ν1 = 2 και του DTFT αυτού φαίνο-

νται στο Σχήµα 2.16.
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(α) Η ακολουθία
x(n) της άσκησης
αυτοαξιολόγησης
2.2 για Ν1 = 2 και 
(β) ο DTFT αυτής.

x[n]

1

-N1 N10

0

n
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Θα µπορούσαµε να αντιµετωπίσουµε τον υπολογισµό του αθροίσµατος γενικότερα,

ως γεωµετρική πρόοδο, δηλαδή:

< όπου m = n + 2 ⇒ n = m–2 >

Η τελευταία συνάρτηση αποτελεί ουσιαστικά τη διακριτού χρόνου περίπτωση της
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συνάρτησης sinc, η οποία εµφανίζεται κατά το µετασχηµατισµό Fourier του τετραγω-

νικού παλµού συνεχούς χρόνου. Η κύρια διαφορά µεταξύ των δύο αυτών συναρτήσε-

ων, βρίσκεται στο ότι η παραπάνω συνάρτηση είναι περιοδική µε περίοδο 2π, (γεγονός

που οφείλεται στη δειγµατοληψία), ενώ η συνάρτηση sinc είναι µη περιοδική.

Αν καταλήξατε στη σωστή έκφραση, σας αξίζουν συγχαρητήρια. Έχετε κατανοήσει

τον ορισµό του DTFT και το χειρισµό των µιγαδικών αριθµών της µορφής ejω. Αν

πάλι δεν τα καταφέρατε, µην απογοητευθείτε. Επαναλάβετε την άσκηση αυτοαξιο-

λόγησης 2.1, (αφού ίσως µελετήσετε και πάλι την ενότητα 1.3 του Κεφαλαίου 1) και

ξαναπροσπαθήστε. 

Τώρα που εξοικειωθήκατε µε αυτού του είδους τις πράξεις, επαναλάβετε τη διαδι-

κασία υπολογισµού του DTFT του παλµού του Σχήµατος 2.16 για τη γενική περί-

πτωση που αυτός εκτείνεται από –Ν1 ως Ν1. Εύκολα θα καταλήξετε στη σχέση X(ejω)

= sin[ω(Ν1 + 1/2)]/sin(ω/2).

2.3

Ο υπολογισµός του DTFT της g(n) γίνεται πολύ εύκολα εάν βασιστούµε στις ιδιό-

τητες της γραµµικότητας και της ολίσθησης στο χρόνο του µετασχηµατισµού Fourier

διακριτού χρόνου. Έτσι έχουµε:

• εξ ορισµού.

• λόγω της ιδιότητας της ολίσθησης στο χρόνο κατά 

n0 = 1 (βλ. Πίνακα 2.2)

• x(n)–x(n–1) X(ejω)–e–jωX(ejω) = (1–e–jω)X(ejω) λόγω των δύο προηγούµε-

νων σχέσεων και της ιδιότητας της γραµµικότητας.

Αν απαντήσατε σωστά, τότε συγχαρητήρια. Τις ιδιότητες της γραµµικότητας και της

ολίσθησης στο χρόνο θα τις συναντούµε πολύ συχνά. Αν δεν καταφέρατε να προ-

χωρήσετε στη λύση της άσκησης, τότε χρειάζεται να επαναλάβετε τη µελέτη των

ιδιοτήτων της γραµµικότητας και της ολίσθησης της υποενότητας 2.1.2. Ολοκλη-

ρώστε την επανάληψη και προσπαθήστε πάλι να λύσετε αυτή την άσκηση. Τη φορά

αυτή θα τα καταφέρετε εύκολα. 

2.4

Η λύση αυτή δεν είναι και από τις πλέον εύκολες. Θα πρέπει να σκεφτούµε ότι, αφού

η σχέση του DTFT είναι ένα άθροισµα εκθετικών όρων, θα ήταν χρήσιµο να εκφρά-

σουµε την τριγωνοµετρική συνάρτηση cos σε εκθετική µορφή, δηλαδή, cosθ =

(ejθ + e–jθ)/2. Έτσι, έχουµε:

 
F← →

  x n e X eF j j( ) ( )− ← → −1 ω ω

  x n X eF j( ) ( )← → ω
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x(n) = Αancos(ω0n + φ)u(n) = Αan

Με βάση την ιδιότητα της γραµµικότητας, καθώς και του αποτελέσµατος του Παρα-

δείγµατος 2.1, βρίσκουµε ότι:

Όπως ήδη αναφέραµε στην αρχή της άσκησης αυτής, η λύση της δεν είναι εύκολη.

Κατά συνέπεια, µην απογοητευτείτε αν δεν τα καταφέρατε. Προσπαθήστε να την

κατανοήσετε και επαναλάβετε την επίλυσή της µόνοι σας πλέον. Αν πάλι είχατε από

την αρχή καταφέρει να την λύσετε, τότε σας αξίζουν συγχαρητήρια. Συνεχίστε έτσι.

2.5

Εάν και , τότε θέλουµε να δείξουµε ότι

. Έχουµε λοιπόν:

Το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος της σχέσης αντιπροσωπεύει τη συνέλιξη των µετα-

σχηµατισµών Fourier X1(e
jω) και X2(e

jω). Αυτή η σχέση αποτελεί τη διττή έκφραση

της συνέλιξης στο πεδίο του χρόνου. Με άλλα λόγια, ο πολλαπλασιασµός δύο ακο-

λουθιών στο πεδίο του χρόνου ισοδυναµεί µε τη συνέλιξη των µετασχηµατισµών

Fourier αυτών. Και αντίθετα, η συνέλιξη δύο ακολουθιών στο πεδίο του χρόνου, ισο-

δυναµεί µε τον πολλαπλασιασµό των µετασχηµατισµών Fourier αυτών.

Από τη λύση αυτή θα διαπιστώσατε, για µια ακόµη φορά, ότι η απόδειξη των ιδιο-
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τήτων είναι συνήθως δύσκολη. Γι’ αυτό µην απογοητευθείτε αν δεν τα καταφέρατε.

Μελετήστε ξανά τους ορισµούς και τις ιδιότητες της παρούσας υποενότητας και επι-

χειρήστε και πάλι να λύσετε την άσκηση µόνοι σας. Αν όµως είχατε καταφέρει από

την πρώτη στιγµή να δώσετε τη σωστή απάντηση, τότε µπράβο σας. ∆εν πρόκειται

να αντιµετωπίσετε καµιά δυσκολία σε οποιαδήποτε από τις επόµενες αποδείξεις ιδιο-

τήτων.

2.6

Στην περίπτωση αυτή έχουµε ότι x(n) = δ(n). Αντικαθιστούµε στη σχέση (2.21) και

βρίσκουµε:

Άρα X(k) = 1 όπου k = 0, 1, 2, …, Ν–1. ∆ηλαδή, όπως δείχνεται και στο Σχήµα 2.17,

η µοναδιαία κρουστική δίνει συχνότητες για όλες τις τιµές του k. Με άλλα λόγια, η

µοναδιαία κρουστική καλύπτει όλο το φάσµα των συχνοτήτων! Το φάσµα αυτό ονο-

µάζεται λευκό (white), σε παραλληλισµό µε το λευκό φως, το οποίο είναι αποτέλε-

σµα της σύνθεσης όλων των χρωµάτων της ίριδας σε ίσες ποσότητες. Αυτός είναι

άλλωστε ο λόγος για τον οποίο χρησιµοποιείται για την εύρεση της απόκρισης ενός

συστήµατος διακριτού χρόνου, όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 1.4. Παρατηρήστε

επίσης, ότι το αποτέλεσµα που υπολογίσαµε είναι ανεξάρτητο από το πλήθος των

δειγµάτων Ν.
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™¯‹Ì· 2.17

Το µοναδιαίο
κρουστικό δείγµα
και ο DFT του

Όπως διαπιστώσατε, ο υπολογισµός αυτός ήταν εξαιρετικά απλός. Σίγουρα τα κατα-

φέρατε. Αν πάλι αυτό δε συνέβη, τότε µελετήστε ξανά τον ορισµό του DFT καθώς

και των παραγόντων στροφής . Μετά ξαναπροσπαθήστε. Πραγµατικά θα δείτε

ότι δεν είναι και τόσο δύσκολο να καταλήξει κανείς στο σωστό αποτέλεσµα.
  W

k
N
n
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2.7

Αρχίζοντας και πάλι από τον ορισµό του DFT (σχέση 2.21) έχουµε:

, k = 0, 1, 2, 3, …, Ν–1

Για k=0 προκύπτει:

Για k≠0 προκύπτει: , k = 1, 2, 3, …, Ν–1

Εκφράζοντας την πεπερασµένη γεωµετρική σειρά σε κλειστή µορφή, έχουµε:

για k = 1, 2, 3, …, Ν–1

επειδή ο αριθµητής της σχέσης είναι µηδέν, ενώ ο παρανοµαστής είναι διάφορος του

µηδενός. Άρα, τελικά:

X(k) = ΑΝδ(k), k = 0, 1, 2, …., Ν–1

Οι γραφικές παραστάσεις της σταθερής ακολουθίας και του DFT αυτής φαίνονται

στο Σχήµα 2.18. Συγκρίνοντας αυτές µε εκείνες του Σχήµατος 2.17, και αγνοώντας

τους πολλαπλασιαστικούς παράγοντες, παρατηρούµε ότι αυτές είναι ίδιες, όταν εναλ-

λάσσουµε το χρόνο µε τη συχνότητα. Αυτό είναι απόρροια του διττού χαρακτήρα

του µετασχηµατισµού Fourier (duality property).
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x(n)

X(k)

A

AN

1 2 1 20N-1 N-1

™¯‹Ì· 2.18

Η σταθερή ακο-
λουθία πλάτους Α
και ο DFT αυτής

Αν δεν καταφέρατε να λύσετε την άσκηση αυτή µην απογοητευθείτε. ∆εν είναι από

τις πλέον εύκολες, αφού πρέπει να διακρίνουµε περιπτώσεις για το k και να κάνου-

µε τους υπολογισµούς χωριστά για καθεµιά από αυτές. Βλέπουµε και πάλι ότι η

σχέση που κατεξοχήν µας χρειάζεται είναι εκείνη του υπολογισµού του αποτελέ-

σµατος µιας πεπερασµένης γεωµετρικής σειράς. Προσπαθήστε να την κατανοήσετε
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και να επαναλάβετε τη λύση µόνοι σας. 

2.8
Ο υπολογισµός του DFT των x1(n) και x2(n) θα µπορούσε να γίνει µε απευθείας

εφαρµογή της σχέσης 2.21, όπως έγινε και στην περίπτωση του Παραδείγµατος 2.4

για την ακολουθία x(n) = {1, 1, 0, 0}, όπου βρέθηκε ότι 

. 

Παρατηρούµε όµως ότι x1(n) = x( < n + 1 > 4) και x2(n) = x( < n + 2 > 4). Συνεπώς ο

DFT αυτών µπορεί να υπολογιστεί µε τη βοήθεια της ιδιότητας της κυκλικής ολί-

σθησης (µετατόπισης) στο χρόνο του Πίνακα 2.3 ως εξής: 

και 

όπου n0 = –1 και n0 = –2 αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι το µέτρο του DFT και των

τριών ακολουθιών x(n), x1(n), x2(n) είναι το ίδιο, όπως δείχνουµε στο Σχήµα 2.19β.

Εκείνο που αλλάζει µε την ολίσθηση είναι η φάση τους (Σχήµα 2.19γ).

Αν βρήκατε το σωστό αποτέλεσµα, τότε µπράβο σας. Αυτό σηµαίνει ότι έχετε κατα-

νοήσει όχι µόνο τον ορισµό του DFT, αλλά και την επίδραση της ολίσθησης στο τελι-

κό αποτέλεσµα. Αν πάλι δεν τα καταφέρατε, τότε προτείνουµε να ξαναδοκιµάσετε

και µε τους δύο τρόπους. Αρχίστε τη διαδικασία µε βάση τον ορισµό (2.21) και συνε-

χίστε µε βάση τον ορισµό (2.34). Ποιος από τους δύο τρόπους υπολογισµού σας

φάνηκε πιο εύκολος;

2.9

Ο DFT της x1(n) = {1, 2, 3} ισούται µε X1(k) = {6, –1,5+j0,866, –1,5–j0,866}.

Ο DFT της x2(n) = {4, 5, 6} ισούται µε X2(k) = {15, –1,5+j0,866, –1,5–j0,866}.

Ο DFT της x3(n) = x1(n)⊗x2(n) = {31, 31, 28} ισούται µε X3(k) = {90, 1,5–j2,598,

1,5+j2,598}.

Παρατηρούµε ότι η ακολουθία X3(k) ισούται µε το γινόµενο των X1(k) και X2(k) στοι-

χείο προς στοιχείο.

Αν καταλήξατε στο σωστό αποτέλεσµα, τότε συγχαρητήρια. Έχετε κατανοήσει τον

τρόπο υπολογισµού του DFT µίας ακολουθίας, καθώς και τη διαδικασία εκτέλεσης

πράξεων σε µιγαδικούς αριθµούς. Στην αντίθετη περίπτωση, προσπαθήστε και πάλι.

Θα δείτε ότι είναι θέµα εξοικείωσης µε τους µιγαδικούς.
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Τα σήµατα (α)
έχουν το ίδιο
µέτρο (β),
αλλά διαφορετική
φάση (γ)
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2.10
Xρησιµοποιώντας τον ορισµό (2.21) του DFT βρίσκουµε ότι 

Εποµένως 

και . 

Συνεπώς, το θεώρηµα του Parseval επαληθεύεται.

Αυτή ήταν µία εύκολη άσκηση. Σίγουρα θα καταλήξατε στο σωστό αποτέλεσµα. Αν

πάλι αυτό δε συνέβη, τότε εξασκηθείτε στους υπολογισµούς µε βάση τον ορισµό του

DFT (2.21). Ειδικά για µικρές τιµές του Ν, είναι θέµα απλών πράξεων µε µιγαδικούς

αριθµούς.

2.11

Επιµηκύνουµε καθεµιά από τις ακολουθίες h(n), x(n) ώστε να αποκτήσει µήκος Ν =

8. Προκύπτουν έτσι οι ακολουθίες h'(n) = {1, 2, 3, 0, 0, 0, 0, 0} και x'(n) = {3, 4, 5,

2, 0, 0, 0, 0}. Το µήκος Ν είναι µεγαλύτερο του µήκους της ακολουθίας που προκύ-

πτει από τη γραµµική συνέλιξη των h(n), x(n). Με άλλα λόγια, N > L + M–1 = 4 +

3–1 = 6, όπου L, M, L + M–1 τα µήκη των ακολουθιών h(n), x(n) και y(n) =

h(n)*x(n), αντίστοιχα.

Υπολογίζουµε τον DFT των h'(n), x'(n) µε βάση τη σχέση (2.21) και βρίσκουµε αντί-

στοιχα:

H(k) = {6, 2,41–j4,41, –2–j2, –0,41+j1,6, 2, –0,41–j1,6, –2+j2, 2,41+j4,41}

X(k) = {14, 4,41–j9,24, –2–j2, 1,6+j0,76, 2, 1,6–j0,76, –2+j2, 4,41+j9,24}.

Το γινόµενο των H(k) και X(k) θα µας δώσει την Y(k), δηλαδή, Y(k) = X(k)H(k) =

{84, –30,14–j41,8, j8, –1,86+j2,2, 4, –1,86–j2,2, –j8, –30,14+j41,8}. Για να

βρούµε την y(n) θα πρέπει να υπολογίσουµε τον IDFT της Y(k) σύµφωνα µε τη σχέση

(2.22), για Ν = 8, δηλαδή

, n = 0,1,2,…,7. 
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Το αποτέλεσµα που προκύπτει είναι: y(n) = {3, 10, 22, 24, 19, 6, 0, 0}.

Παρατηρούµε ότι τα δύο τελευταία στοιχεία της ακολουθίας y(n) είναι µηδενικά,

όπως άλλωστε ήταν αναµενόµενο, αφού η γραµµική συνέλιξη των x(n), h(n) θα πρέ-

πει να έχει µήκος έξι. Το αποτέλεσµα αυτό συµφωνεί µε εκείνο του Παραδείγµατος

1.6, στο οποίο υπολογίσαµε και πάλι την ίδια γραµµική συνέλιξη, αλλά απευθείας

στο πεδίο του χρόνου.

Αν καταφέρατε να λύσετε σωστά την άσκηση αυτή, τότε σας αξίζουν ειλικρινά συγ-

χαρητήρια. Οι υπολογισµοί για µεγάλες τιµές του Ν είναι επίπονοι και εύκολα µπο-

ρεί να γίνουν λάθη. Στις µέρες µας, παρόµοιοι υπολογισµοί γίνονται µε τη βοήθεια

διαφόρων προγραµµατιστικών εργαλείων, όπως για παράδειγµα, του MATLAB.

Έτσι, η έµφαση δίνεται στην κατανόηση της ιδιότητας αυτής καθεαυτήν και στη δια-

δικασία υπολογισµού του αποτελέσµατος. 

2.12

(α) Για τον απευθείας υπολογισµό της γραµµικής συνέλιξης δύο ακολουθιών πραγ-

µατικών αριθµών µήκους Ν η καθεµιά, απαιτούνται Ν2 πραγµατικοί πολλαπλα-

σιασµοί (Βλ. σχέση 1.39). Το αποτέλεσµα της γραµµικής συνέλιξης θα είναι µια

ακολουθία µήκους 2Ν–1.

(β) Ο υπολογισµός της γραµµικής συνέλιξης µέσω του πεδίου της συχνότητας γίνε-

ται σύµφωνα µε το Σχήµα 2.11. Οι δύο ακολουθίες πρέπει να επιµηκυνθούν µε

την προσθήκη στοιχείων µηδενικής τιµής, ώστε να αποκτήσουν µήκος τουλάχι-

στον ίσο προς 2Ν–1. Έστω τελικά, ότι το µήκος κάθε ακολουθίας γίνεται ίσο

προς 2Ν. Ο υπολογισµός του DFT µιας ακολουθίας 2Ν στοιχείων απαιτεί (2Ν)2

= 4Ν2 µιγαδικούς πολλαπλασιασµούς. Σύµφωνα µε το Σχήµα 2.11, απαιτείται ο

υπολογισµός 2 DFT, ο πολλαπλασιασµός των 2Ν στοιχείων των DFTs που υπο-

λογίσαµε και τέλος, 1 IDFT 2Ν σηµείων. Αυτό ισοδυναµεί µε 3DFTs και 2Ν

µιγαδικούς πολλαπλασιασµούς, ή συνολικά µε12Ν2 + 2Ν≈12Ν2 µιγαδικούς πολ-

λαπλασιασµούς. Επειδή κάθε µιγαδικός πολλαπλασιασµός χρειάζεται τέσσερις

πραγµατικούς πολλαπλασιασµούς για να πραγµατοποιηθεί, ο συνολικός αριθµός

των πραγµατικών πολλαπλασιασµών γίνεται 48Ν2. Αυτός ο αριθµός είναι κατά

πολύ µεγαλύτερος εκείνου που είδαµε στην περίπτωση (α) του υπολογισµού της

γραµµικής συνέλιξης απευθείας στο πεδίο του χρόνου. Άρα, η χρήση του DFT

κρίνεται ως µη συµφέρουσα.

(γ) Ας δούµε τώρα την περίπτωση κατά την οποία, για τον υπολογισµό του DFT χρη-

σιµοποιούµε έναν ταχύ αλγόριθµο Fourier (FFT) βάσης 2. Το πλήθος των µιγα-
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δικών πολλαπλασιασµών για µια ακολουθία 2Ν στοιχείων είναι (2Ν/2) log22N =

N log22N. Για τον υπολογισµό της γραµµικής συνέλιξης σύµφωνα µε το Σχήµα

2.11 απαιτούνται 3N log22N + 2Ν µιγαδικοί πολλαπλασιασµοί ή 12N log22N +

8Ν πραγµατικοί πολλαπλασιασµοί. Καταγράφοντας το πλήθος των πραγµατικών

πολλαπλασιασµών για διαφορετικά Ν στον Πίνακα 2.6, παρατηρούµε ότι για Ν

> 64 µας συµφέρει να υπολογίσουµε τη γραµµική συνέλιξη µέσω του πεδίου της

συχνότητας (µε χρήση του FFT) και όχι απευθείας στο πεδίο του χρόνου.

¶›Ó·Î·˜ 2.6

Πλήθος πραγµατικών πολλαπλασιασµών για τον υπολογισµό της γραµµικής συνέλι-

ξης δύο ακολουθιών Ν στοιχείων.

Πλήθος στοιχείων κάθε

ακολουθίας

(Ν)

Απευθείας υπολογισµός

της γραµµικής συνέλιξης

στο πεδίο του χρόνου

(Ν2)

Υπολογισµός της γραµµι-

κής συνέλιξης στο πεδίο

της συχνότητας µέσω 

του FFT

(12N log22N + 8Ν)

4 16 176

8 64 448

16 256 1088

32 1024 2560

64 4096 5888

128 16384 13312

256 65536 29696

512 262144 65536

1024 1048576 143360

Αν καταφέρατε να απαντήσετε σωστά, τότε σας αξίζουν συγχαρητήρια. Έχετε κατα-

νοήσει τόσο τα πλεονεκτήµατα της χρήσης του FFT όσο και τα σχετικά µε τον υπο-

λογισµό της συνέλιξης στο χρόνο, ή µέσω του πεδίου της συχνότητας. Αν δεν µπορέ-

σατε να λύσετε την άσκηση αυτή, τότε µελετήστε και πάλι τις ενότητες 2.2.3 και 2.3.
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3.1

Μία από τις πιο σηµαντικές ιδιότητες του M.Z. είναι αυτή της συνέλιξης. Ας δούµε

την ευκολία που µας παρέχει υπολογίζοντας τη συνέλιξη y(n) = h(n)*x(n), όπου h(n)

= {1, 2, 3} και x(n) = {3, 4, 5, 2}. Βρίσκουµε τους M.Z. των συναρτήσεων και υπο-

λογίζουµε την Y(z) = H(z)X(z). H y(n) θα προκύψει από τον αντίστροφο M.Z. της

H(z). Έχουµε εποµένως:

H(z) = 1 + 2z–1 + 3z–2 X(z) = 3 + 4z–1 + 5z–2 + 2z–3

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τα πολυώνυµα αυτά παίρνουµε την Y(z):

Y(z) = 3 + 10z–1 + 22z–2 + 24z–3 + 19z–4 + 6z–5

H Y(z) εκφράζεται ως δυναµοσειρά και συνεπώς οι συντελεστές αυτής αποτελούν

στην πράξη και τα δείγµατα εξόδου y(n):

y(n) = {3, 10, 22, 24, 19, 6}

Παρατηρούµε ότι το αποτέλεσµα αυτό συµφωνεί µε τα αντίστοιχα των Παραδειγ-

µάτων 6 και 7 του Κεφαλαίου 1.

3.2

Ο υπολογισµός του M.Z. του σήµατος x(n), το οποίο είναι πεπερασµένης διάρκειας,

µπορεί να γίνει απευθείας από τον ορισµό (3.1). Η Π.Σ. του M.Z. θα είναι όλο το επί-

πεδο–z εκτός της τιµής z = 0, αφού η x(n) είναι δεξιόπλευρη ακολουθία πεπερασµέ-

νου µήκους µε n ≥ 0. Αυτός ο τρόπος υπολογισµού αφήνεται ως άσκηση στον ανα-

γνώστη. Σηµειώστε µόνο ότι για z = 1 ο X(z) = N, αφού X(z) = 1 + z–1 + … + z–(N–1).

Εναλλακτικά, ο ίδιος υπολογισµός θα µπορούσε να γίνει µε βάση τις ιδιότητες της

γραµµικότητας και της ολίσθησης. Παρατηρήστε ότι το σήµα x(n) µπορεί να εκφρα-

στεί ως γραµµικός συνδυασµός δύο µοναδιαίων βηµατικών ακολουθιών άπειρου

µήκους, δηλαδή x(n) = u(n)–u(n–N) (Βλ. άσκηση αυτοαξιολόγησης 1.1). Συνεπώς

Z{x(n)} = Z{u(n)}–Z{u(n–N)}

ή  X(z) = Z{u(n)}–z–NZ{u(n)} = (1–z–N)Z{u(n)} = (1–z–N) , |z| > 1

όπου από τον Πίνακα 3.1, χρησιµοποιήσαµε ότι Z{u(n)} = µε Π.Σ. |z| > 1.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η Π.Σ. του X(z) είναι, όπως ήδη αναφέραµε, ολόκληρο

το επίπεδο–z εκτός της τιµής z = 0. Με άλλα λόγια, εάν ο γραµµικός συνδυασµός

πολλών σηµάτων έχει ως αποτέλεσµα ένα σήµα πεπερασµένης διάρκειας, τότε η Π.Σ.

  

1

1 1− −z

  

1

1

1

11 1−
= −

−−

−
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z

z

N
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του M.Z. καθορίζεται αποκλειστικά και µόνο από τη φύση τού πεπερασµένης διάρ-

κειας σήµατος και όχι από τις Π.Σ. των επιµέρους M.Z. Αυτό ουσιαστικά είναι συνέ-

πεια του γεγονότος ότι πόλοι απαλείφονται από αντίστοιχα µηδενικά, όπως είναι η

περίπτωση του παραδείγµατος. 

3.3

(α) Αφού η Π.Σ. είναι το εξωτερικό ενός κύκλου, συµπεραίνουµε ότι το σήµα x(n) θα

είναι αιτιατό. Άρα ψάχνουµε για µια δυναµοσειρά µε αρνητικές δυνάµεις του z. Εκτε-

λούµε λοιπόν τη συνεχή διαίρεση του αριθµητή µε τον παρονοµαστή και έχουµε:

z2–1,9z + 0,84

z–1  + 0,9 z–2  + 0,87 z–3 + ….[

z–1[

z–1,9 + 0,84z–1[

e 0,9–0,846z–1[

e 0,9–1,71z–1 + 0,756z–2[

ee 0,87z–1 – 0,756z–2[

ee 0,87z–1 – 1,653z–2  + 0,7308z–3[

eee 0,897z–2 – 0,7308 z–3[

eeee …………[

Εποµένως η X(z) µπορεί να εκφραστεί ως δυναµοσειρά:

X(z) = z–1 + 0,9z–2 + 0,87z–3 + ….

Κατά συνέπεια, µπορούµε άµεσα να συµπεράνουµε ότι

{x(n)} = {0, 1, 0,9, 0,87,…}

Περισσότερα δείγµατα της x(n) µπορούµε να έχουµε συνεχίζοντας τη διαίρεση.

Σηµειώστε ότι για τη διαδικασία της συνεχούς διαίρεσης γράψαµε τον αριθµητή και

τον παρονοµαστή της X(z) κατά τις φθίνουσες δυνάµεις του z. 

(β) Στην περίπτωση αυτή η Π.Σ. του M.Z. X(z) ορίζεται στο εσωτερικό ενός κύκλου.

Εποµένως, το αντίστοιχο σήµα x(n) θα είναι αντι–αιτιατό (anticausal). Άρα ψάχνου-

µε για µια δυναµοσειρά µε θετικές δυνάµεις του z. Εκτελούµε και πάλι τη συνεχή

διαίρεση, διατάσσοντας όµως την φορά αυτή αριθµητή και παρονοµαστή κατά τις

αύξουσες δυνάµεις του z. Έχουµε λοιπόν:
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Άρα X(z) = –1,1905–1,5023z–1,9807z2 + …

και κατά συνέπεια {x(n)} = {…,–1,9807, –1,5023,–1,1905},

δηλαδή x(–2) = –1,9807, x(–1) = –1,5023, x(0) = –1,1905.

3.4

Η διαδικασία της ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα είναι παρόµοια εκείνης του Παρα-

δείγµατος 3.7. Αυτό που πρέπει να διερευνήσουµε εκτενέστερα εδώ είναι το θέµα

της ζητούµενης ακολουθίας, αφού δεν µας δίνεται το εάν πρόκειται για αιτιατό ή

µη–αιτιατό σήµα. Αρχίζουµε λοιπόν από την ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα και

συνεχίζουµε µε τη µελέτη των Π.Σ. της X(z).

και εποµένως

Οι πόλοι της X(z) βρέθηκαν ίσοι µε p1 = 0,5 και p2 = –0,5. Υπολογίζουµε τώρα τα

Α1, Α2.

Άρα, και 
  
X z

z z
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=
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+
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0,84–1,9z + z2

–1,1905 – 1,5023 z  + 1,9807 z2  + …[

–1 + z[

–1 + 2,2619z–1,1905z2[

e  –1,2619z  + 1,1905z2[

e  –1,2619z  + 2,8543z2–1,5023z3[

ee  –1,6638z2 + 1,5023z3[

eee ………[
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Μέχρι το σηµείο αυτό, πιστεύουµε πως φτάσατε σχετικά εύκολα. Αν όχι, προσπα-

θήστε και πάλι ακολουθώντας το Παράδειγµα 3.7. Εκείνο που ίσως δε σκεφτήκατε

να κάνετε, είναι µία µικρή διερεύνηση σχετικά µε τις διαφορετικές περιοχές σύγκλι-

σης του M.Z., ώστε να προτείνετε την αντίστοιχη ακολουθία.

Οι δύο πόλοι βρίσκονται στα σηµεία ± 0,5 και έχουν το ίδιο µέτρο. Εποµένως χωρί-

ζουν το επίπεδο σε δύο Π.Σ. την Ρ1 εκτός του κύκλου |z| = 0,5 και την Ρ2 εντός του

ίδιου κύκλου. Για την Π.Σ. Ρ1 (|z| > 0,5) και τα δύο µερικά κλάσµατα αντιστοιχούν

σε δεξιόπλευρες ακολουθίες δίνοντας:

x(n) = 4(0,5)nu(n) + 2(–0,5)nu(n).

Επειδή η Π.Σ. Ρ1 περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο, το σήµα x(n) θα είναι ευσταθές.

Για την Π.Σ. Ρ2 (|z| < 0,5) και τα δύο µερικά κλάσµατα αντιστοιχούν σε αριστερό-

πλευρες ακολουθίες δίνοντας:

x(n) = –4(0,5)nu(–n–1)–2(–0,5)nu(–n–1)

Στην περίπτωση αυτή το σήµα x(n) είναι ασταθές, αφού ο µοναδιαίος κύκλος δεν

περιέχεται στην Π.Σ.

3.5

Υπολογίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς και από αυτή µπορούµε εύκολα να προσ-

διορίσουµε γεωµετρικά την απόκριση συχνότητας.

µε Π.Σ. |z| > 0,5

Ο πόλος z = 0,5 προσδιορίζει και την Π.Σ. της H(z), η οποία ορίζεται στο εξωτερι-

κό του κύκλου ακτίνας |z| = 0,5. Ο µοναδιαίος κύκλος εµπεριέχεται στην Π.Σ. και

εποµένως, το σύστηµα είναι ευσταθές. Η απόκριση συχνότητας µπορεί να υπολογι-

στεί από την H(z) για z = ejω. Έχουµε:

  
H z Z h n

z
( ) { ( )}= =

− −
1

1 10,5

P1
P2

0 0,5-0,5™¯‹Ì· 3.12

Περιοχές σύγκλι-
σης στο

επίπεδο–z.
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όπου V = C/D = 1/D και Θ = α–β. Η συνάρτηση έχει ένα πόλο στο σηµείο z = 0,5.

Ο γεωµετρικός προσδιορισµός της απόκρισης συχνότητας γίνεται µε τη βοήθεια των

διαγραµµάτων του Σχήµατος 3.13α–δ. Για διαφορετικές γωνίες ω, δηλαδή για δια-

φορετικές συχνότητες, υπολογίζουµε το µέτρο V και την φάση Θ της απόκρισης

συχνότητας. Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις δίνονται από το Σχ. 3.13ε–στ.

Παρατηρούµε ότι πρόκειται για ένα σύστηµα το οποίο επιτρέπει στις χαµηλές συχνό-

τητες να «περάσουν» από αυτό, ενώ εξασθενεί τις υψηλές συχνότητες. ∆ηλαδή, πρό-

κειται για ένα βαθυπερατό φίλτρο.
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Γεωµετρικός
προσδιορισµός της
απόκρισης συχνό-
τητας: (α)–(δ) διά-
γραµµα πόλων –
µηδενικών για δια-
φορετικές συχνό-
τητες, (ε)–(στ)
µέτρο και φάση
της απόκρισης.

3.6

Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό θα πρέπει να δούµε το σύστηµα από την

πλευρά του M.Z. αυτού. Μόνο έτσι θα µπορέσουµε εύκολα να το αναλύσουµε και

να προσδιορίσουµε τη συµπεριφορά του.

Από την εξίσωση διαφορών που µας δίνεται µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρ-

τηση µεταφοράς του συστήµατος H(z). Αναλυτικά έχουµε:
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και

ή

ή

Παρατηρούµε ότι το σύστηµα αυτό έχει δύο πόλους στα σηµεία z = 1/2 και z = 1/3.

Στην είσοδο του συστήµατος εφαρµόζεται το σήµα x(n) = δ(n)–(1/3)δ(n–1). Ο M.Z.

αυτού είναι X(z) = 1–(1/3)z–1. Βλέπουµε εποµένως, ότι το σήµα εισόδου περιέχει ένα

µηδενικό στο σηµείο z = 1/3. Το µηδενικό αυτό εξουδετερώνει τον πόλο z = 1/3 του

συστήµατος. ∆ηλαδή, Y(z) = H(z)X(z) ή . 

Κατά συνέπεια, η απόκριση του συστήµατος για τη συγκεκριµένη είσοδο x(n) θα

ισούται µε .

3.7

Είδαµε ότι, γνωρίζοντας τη συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος, µπορούµε

άµεσα να ελέγξουµε την BIBO ευστάθεια αυτού, να σχεδιάσουµε τη δοµή του, που

θα µας οδηγήσει τελικά στην πιο κατάλληλη υλοποίηση και να βρούµε την απόκρι-

ση συχνότητας του συστήµατος. Ας εξετάσουµε τη συνάρτηση µεταφοράς του αιτια-

τού συστήµατος H(z) = 1/(1 + 0,5z–1) = z/(z + 0,5). Βλέπουµε ότι αυτή έχει ένα µηδε-

νικό στο σηµείο z = 0 και έναν πόλο στο σηµείο z = –0,5. Αφού ο πόλος βρίσκεται

εντός του µοναδιαίου κύκλου, το σύστηµα είναι ευσταθές. Από την H(z) µπορούµε

εύκολα να προσδιορίσουµε µε το γεωµετρικό (γραφικό) τρόπο την απόκριση συχνό-

τητας. Τα διαγράµµατα πόλων–µηδενικών για τις πλέον χαρακτηριστικές περιπτώ-

σεις, δηλαδή ω = 0, ω = π/2 και ω = π φαίνονται στο Σχήµα 3.14α–γ. H αντίστοιχη

απόκριση συχνότητας (µέτρο και φάση) δίνεται από το Σχήµα 3.14δ–ε. Παρατηρούµε

ότι το σύστηµα αυτό εξασθενίζει τις χαµηλές και «ευνοεί» τις υψηλές συχνότητες.

Άρα, το σύστηµα είναι ένα υψηπερατό φίλτρο.

Η δοµή πραγµατοποίησης του συστήµατος αποτελεί ουσιαστικά την άµεση απεικό-
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νιση της εξίσωσης διαφορών αυτού (Σχήµα 3.15). Η εξίσωση διαφορών προκύπτει

εύκολα από τη συνάρτηση µεταφοράς, δηλαδή:

Παίρνοντας τον αντίστροφο M.Z. και λαµβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες της γραµµι-

κότητας και της ολίσθησης, καταλήγουµε στη σχέση: y(n) = x(n)–0,5y(n–1).
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Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ τα εξής:

• Το σύστηµα που µόλις εξετάσαµε είναι ένα φίλτρο πρώτης τάξης. (Θυµηθείτε ότι

ο βαθµός του πολυωνύµου του παρανοµαστή της H(z) καθορίζει και την τάξη του

συστήµατος).

• Το φίλτρο είναι επαναληπτικό, αφού δείγµατα της εξόδου ανατροφοδοτούνται

στο σύστηµα.

• Συγκρίνοντας την H(z) του συστήµατος αυτού µε εκείνη της άσκησης αυτοαξιο-

λόγησης 3.5, παρατηρούµε ότι η µόνη διαφορά που υπάρχει είναι στο πρόσηµο

του συντελεστή της z–1 του παρανοµαστή, δηλαδή στον πόλο της συνάρτησης.

Αυτή η διαφορά έχει ως συνέπεια να αλλάξει ριζικά η συµπεριφορά του συστή-

µατος και από βαθυπερατό φίλτρο στη µία περίπτωση να γίνει υψηπερατό στην

άλλη.

4.1

α. Σωστό.

β. Λάθος (5).

γ. Λάθος (Τιµή συντελεστή 0,2)

δ. Σωστό.

ε. Λάθος (Καθυστέρηση 2Τs = 1/44100 = 45,3 µsec)

Αν έχετε απαντήσει σωστά, τότε µπράβο σας! Έχετε καταλάβει τις βασικές έννοιες

στα FIR φίλτρα, τα οποία µε τη σειρά τους αποτελούν ουσιαστικό εργαλείο στην

ψηφιακή επεξεργασία σήµατος. 

Αν έχετε µερικές από τις απαντήσεις λάθος µην απογοητευτείτε. ∆ιαβάστε πάλι την

ενότητα 4.1, δίνοντας έµφαση στην υποενότητα 4.1.1. 

4.2

Η συχνότητα αποκοπής πρέπει να είναι µικρότερη από την π, αφού η περιοχή ενδια-

φέροντος στα ψηφιακά φίλτρα είναι [–π, π].

Αν απαντήσατε σωστά, συγχαρητήρια. Έχετε κατανοήσει δύο πράγµατα. Τον τρόπο

που ενεργούν στις συχνότητες τα διάφορα φίλτρα (υψηπερατά, βαθυπερατά κτλ.),

καθώς επίσης και το γεγονός ότι η απόκρισή τους στη συχνότητα είναι περιοδική µε

περίοδο 2π. 

Στην περίπτωση που έχετε κάνει λάθος, θα πρέπει να εστιάσετε την προσοχή σας
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τόσο στον τρόπο ορισµού των προδιαγραφών ενός φίλτρου (ενότητα 4.2), όσο και

στο κεφάλαιο 3 ενότητα 3.4.5 όπου εξηγείται η περιοδικότητα της απόκρισης συχνό-

τητας των ψηφιακών φίλτρων. 

4.3

1. Λάθος. 

2. Σωστό.

3. Λάθος.

4. Σωστό.

Αν έχετε απαντήσει σωστά µπράβο σας! Έχετε καταλάβει τον τρόπο που λειτουρ-

γούν τα παράθυρα στη διαδικασία σχεδίασης των FIR φίλτρων. Αυτό είναι πολύ

σηµαντικό γιατί µε ανάλογο τρόπο τα παράθυρα λειτουργούν και σε άλλες περι-

πτώσεις ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος (δεν αναφέρονται στο βιβλίο αυτό). 

Αν έχετε απαντήσει λάθος, τότε δώστε περισσότερη προσοχή στην ενότητα 4.3 και

κυρίως στο σχήµα 4.6., που περιγράφει τον τρόπο επίδρασης του φάσµατος του

παραθύρου στην τελική απόκριση του φίλτρου. 

4.4

Σωστή απάντηση είναι η β, διότι οι µονάδες καθυστέρησης στην άµεση δοµή υλο-

ποίησης των FIR φίλτρων είναι κατά µία λιγότερες από τους πολλαπλασιαστές. 

Αν απαντήσατε σωστά σηµαίνει ότι κατανοήσατε τους δύο διαφορετικούς τρόπους

υλοποίησης των FIR φίλτρων που περιγράφονται στην υποενότητα 4.4.1. 

Σε αντίθετη περίπτωση δώστε περισσότερη προσοχή στο σχήµα 4.9. 

4.5

Τα bits που απαιτούνται στην αναπαράσταση των συντελεστών πρέπει να είναι

περισσότερα από 106/6 = 17,6. Άρα χρειάζονται 18 bits. 

Αν στην άσκηση αυτή απαντήσατε σωστά, αυτό σηµαίνει ότι µπορείτε να εµβαθύ-

νετε στην σχεδίαση των FIR φίλτρων, αφού έχετε την αίσθηση του πόσο η ακρίβεια

στην αναπαράσταση των συντελεστών του φίλτρου θα επηρεάσει την απόκρισή του. 

Αν δεν απαντήσατε σωστά, προσπαθήστε πάλι στην υποενότητα 4.4.2.

2 8 7A ¶ ∞ ¡ ∆ ∏ ™ ∂ π ™  A ™ ∫ ∏ ™ ∂ ø ¡  AÀ ∆ √ ∞ • π √ § √ ° ∏ ™ ∏ ™

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 287



2 8 8 æ H º I A K H  E ¶ E • E P °A ™ I A  E I K O N ø N  K A I  ™ H M AT ø N

5.1
Με βάση τους συµβολισµούς του Σχήµατος 5.1 και τα δεδοµένα της άσκησης βρί-

σκουµε ότι:

, οπότε προκύπτει ότι ε2 = 1.

Το αποτέλεσµα αυτό ήταν αναµενόµενο, αφού τα –3 dB αντιστοιχούν στη συχνότη-

τα Ωc, για την οποία ξέρουµε ότι το µέτρο της απόκρισης ισούται µε .

Fp = 500 Hz, οπότε Ωp = 2πFp = 2π500 rad/sec.

Σηµειώστε ότι στην προκειµένη περίπτωση Ωp≡Ωc.

, οπότε Α2 = 104

Fs = 1000 Hz, οπότε Ωs = 2πFs = 2π1000 rad/sec.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (5.6) υπολογίζουµε την τάξη του φίλτρου:

Άρα το φίλτρο το οποίο πληροί τις προδιαγραφές είναι έβδοµης τάξης (Ν = 7).

Οι πόλοι του φίλτρου υπολογίζονται από τη σχέση (5.9)

.

Αν έχετε υπολογίσει τη σωστή τάξη του φίλτρου Butterworth, καθώς και τους πόλους

του, τότε συγχαρητήρια. Είστε σε θέση να υπολογίζετε ένα από τα βασικότερα αναλο-

γικά φίλτρα. Ουσιαστικά, έχετε κατανοήσει τη σηµασία των διαφόρων παραµέτρων,

γεγονός που θα σας διευκολύνει στους υπολογισµούς για τα επόµενα αναλογικά φίλτρα. 

Σε αντίθετη περίπτωση, µην απογοητευθείτε. Μελετήστε και πάλι την υποενότητα

5.1.1 και στη συνέχεια διαβάστε µε προσοχή το Παράδειγµα 5.1.

5.2
Η συνάρτηση µεταφοράς του πρωτότυπου αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου, που

µας δίνεται, αντιπροσωπεύει ένα φίλτρο µε συχνότητα αποκοπής Ωc = 1 rad/s, δηλ.

Ωp = Ωc = 1. Αυτό που µας ζητείται είναι να σχεδιάσουµε και πάλι ένα φίλτρο
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Chebyshev τύπου Ι, το οποίο όµως να είναι υψηπερατό και να έχει συχνότητα απο-

κοπής . Το φίλτρο αυτό προκύπτει εύκολα µε αντικατάσταση της

µεταβλητής s του πρωτότυπου βαθυπερατού φίλτρου µε , όπως υπα-

γορεύεται από τη σχέση (5.16). Άρα η ζητούµενη συνάρτηση µεταφοράς του υψη-

περατού φίλτρου Chebyshev θα είναι:

Παρατηρούµε ότι το υψηπερατό φίλτρο που προέκυψε είναι ίδιας τάξης µε το αρχικό

βαθυπερατό φίλτρο, δηλαδή δεύτερης τάξης. Το φίλτρο αυτό παρουσιάζει ένα µηδενι-

κό για s = 0. Με άλλα λόγια, εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι για Ω = 0 η από-

κριση είναι H(jΩ) = 0, γεγονός που συµφωνεί µε την υψηπερατή ιδιότητα του φίλτρου.

Στην περίπτωση που έχετε απαντήσει σωστά, µπράβο σας, γιατί κατανοήσατε το µηχα-

νισµό µετασχηµατισµού από τον ένα τύπο αναλογικού φίλτρου στον άλλον. Αυτό είναι

πολύ χρήσιµο και απαραίτητο για την όλη σχεδίαση των ψηφιακών IIR φίλτρων. Αν

δεν βρήκατε τη σωστή απάντηση, προσπαθήστε πάλι χρησιµοποιώντας µε προσοχή

τις σχέσεις (5.16) και (5.17). Προσπαθήστε επίσης να καταλάβετε το Παράδειγµα 5.2.

5.3

Το µέτρο της απόκρισης συχνότητας του φίλτρου πρέπει να έχει τη µορφή του Σχή-

µατος 5.12α. Αφού η απόκριση θα πρέπει σχεδόν να µηδενίζεται για ω = 0 και ω =

π, συνεπάγεται ότι στα σηµεία αυτά θα πρέπει να υπάρχουν κάποια µηδενικά.
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Έστω ότι τα µηδενικά βρίσκονται στις θέσεις z = 0,9 και z = – 0,9 (Σχήµα 5.12β).

Από την άλλη πλευρά, για ω = π/2 η απόκριση παρουσιάζει µέγιστο και άρα η

συνάρτηση µεταφοράς θα πρέπει να έχει κάποιον πόλο στο σηµείο αυτό. Έστω ότι

ο πόλος αυτός βρίσκεται στο σηµείο , δηλαδή εντός του µοναδιαίου

κύκλου, ώστε το φίλτρο να είναι ευσταθές (σηµείο Ρ1 στο Σχήµα 5.12β). Αφού ο

πόλος είναι µιγαδικός, θα πρέπει να υπάρχει και ο συζυγής αυτού 

(σηµείο Ρ2 στο Σχήµα 5.12β), ώστε οι τελικοί συντελεστές του φίλτρου που θα προ-

κύψει, να είναι πραγµατικοί. Άρα η συνάρτηση µεταφοράς του φίλτρου θα είναι:

Συνεπώς, οι ζητούµενοι συντελεστές του φίλτρου είναι: a0 = 1, a1 = 0, a2 = – 0,81,

b1 = 0, b2 = 0,81. Η εξίσωση διαφορών του επιθυµητού φίλτρου θα ισούται µε (βλ.

σχέση 3.59): y(n) = x(n) – 0,81x(n – 2) – 0,81y(n – 2).

Αν έχετε υπολογίσει σωστά το ζωνοδιαβατό ψηφιακό φίλτρο, τότε συγχαρητήρια.

Έχετε κατανοήσει τη χρησιµότητα του µοναδιαίου κύκλου και του µιγαδικού επι-

πέδου. Αυτό θα σας φανεί χρήσιµο και στις υπόλοιπες µεθόδους σχεδίασης ψηφια-

κών IIR φίλτρων. Αν δεν υπολογίσατε σωστά το φίλτρο, ξαναπροσπαθήστε αφού

µελετήσετε πρώτα το Παράδειγµα 3.10.

5.4

Η συνάρτηση H(s) έχει τρεις διαφορετικούς πόλους p1 = – 1, p2 = – 0,5 + j0,87, p3 =

– 0,5 – j0,87. Εκφράζουµε την H(s) ως ανάπτυγµα µερικών κλασµάτων:

και βρίσκουµε ότι:

C1 = 1, C2 = 0,6e–j2,6, C3 = 0,6ej2,6

Υπολογίζουµε την H(z) µε βάση τη σχέση (5.30), αντικαθιστώντας το s – pξ µε το

, δηλαδή:1 1− −e zp Tξ
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Εκτελώντας τις πράξεις καταλήγουµε στη συνάρτηση µεταφοράς του ψηφιακού

φίλτρου:

όπου a0 = – 2e–0,5Tcos(0,87T) + e–T + 1,15e–0,5Tcos(5π/6 + 0,87Τ)

a1 = e–T + 1,15e–1,5Tcos(5π/6 + 0,87T)

b1 = – e–T – 2e–0,5Tcos(0,87T)

b2 = e–T + 2e–1,5Tcos(0,87T)

b3 = – e–2T

Αν έχετε βρει τη σωστή συνάρτηση µεταφοράς του ψηφιακού φίλτρου, τότε αξίζε-

τε συγχαρητήρια, γιατί η µέθοδος της αµετάβλητης κρουστικής αποτελεί µία σχετι-

κά πολύπλοκη διαδικασία µετάβασης από τον αναλογικό στον ψηφιακό χώρο. 

Αν δεν βρήκατε τη σωστή συνάρτηση µεταφοράς τότε προσπαθήστε πάλι. Χρειάζε-

ται επιµονή. Θυµηθείτε ότι πρέπει πρώτα να αναπτύξετε την H(s) σε µερικά κλά-

σµατα µε διαφορετικούς πόλους σύµφωνα µε τη σχέση (5.26) και στη συνέχεια να

κάνετε τη µετατροπή που δείχνει η σχέση (5.30). Προτείνουµε, πριν ξεκινήσετε, να

µελετήσετε και πάλι το Παράδειγµα 5.4. 

5.5

Θέλουµε να σχεδιάσουµε ένα υψηπερατό φίλτρο του οποίου η συχνότητα αποκοπής

να είναι 30 Hz, όταν ο ρυθµός δειγµατοληψίας είναι 150 Hz. Η διαδικασία σχεδία-

σης, όπως και οι συχνότητες ωc και Ω'c είναι ίδιες µε εκείνες του Παραδείγµατος 5.5.

Το µόνο που θα πρέπει να αλλάξει είναι ο µετασχηµατισµός συχνότητας, ο οποίος

στην προκειµένη περίπτωση θα είναι από βαθυπερατό σε υψηπερατό αναλογικό φίλ-

τρο, όπως µας υπαγορεύει η σχέση (5.17), δηλαδή:

Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση το s µε το (z – 1)/(z + 1) καταλήγουµε στη
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ζητούµενη συνάρτηση µεταφοράς του υψηπερατού ψηφιακού φίλτρου:

Η εξίσωση διαφορών του φίλτρου είναι y(n) = 0,58[x(n) – x(n – 1)] – 0,16y(n – 1).

Πρόκειται και πάλι για ένα ψηφιακό φίλτρο πρώτης τάξης, όπως και το αντίστοιχο

αναλογικό, στο οποίο βασίσαµε τη σχεδίασή µας. Η δοµή πραγµατοποίησής του δεί-

χνεται στο Σχήµα 5.13. Παρατηρούµε ότι η κύρια διαφορά µε το βαθυπερατό φίλ-

τρο του Σχήµατος 5.9β βρίσκεται στα πρόσηµα των συντελεστών του φίλτρου.
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∆οµή πραγµατο-
ποίησης του πρώ-
της τάξεως υψηπε-
ρατού φίλτρου της
Άσκησης Αυτοα-
ξιολόγησης 5.5

Αν απαντήσατε σωστά στην άσκηση αυτή, σηµαίνει ότι καταλάβατε την πιο διαδε-

δοµένη µέθοδο σχεδίασης IIR φίλτρων. Μπράβο σας! Στην αντίθετη περίπτωση,

µελετήστε ξανά το Παράδειγµα 5.5 και προσέξτε τον µετασχηµατισµό που θα κάνε-

τε αρχικά από το βαθυπερατό αναλογικό σε υψηπερατό αναλογικό φίλτρο µε βάση

τις σχέσεις (5.16) και (5.17).

5.6

Για να σχεδιάσουµε το ζητούµενο ζωνοδιαβατό φίλτρο, ακολουθούµε τα τρία στά-

δια σχεδίασης της ενότητας 5.2.3:

1. Επιλέγουµε το πρωτότυπο αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο. Στην άσκηση αυτή µας

ζητείται να σχεδιάσουµε ένα ζωνοδιαβατό φίλτρο δεύτερης τάξης. Με βάση το

δεύτερο σχόλιο της υποενότητας 5.2.3, καταλαβαίνουµε ότι το αναλογικό βαθυ-

περατό Butterworth φίλτρο από το οποίο θα προέλθει το ψηφιακό φίλτρο, θα πρέ-

πει να είναι πρώτης τάξης, δηλαδή της µορφής Hl(s) = 1/(s + 1).

2. Μετασχηµατίζουµε το πρωτότυπο βαθυπερατό αναλογικό φίλτρο σε ζωνοδιαβα-

τό µε συχνότητες Ωĺ και Ωú στα όρια της ζώνης διέλευσης.

Ω ĺ = tan(ωl/2) = tan(ΩlΤ/2) = tan(2π200(1/2000)/2) = tan(0,1π) = 0,32

Ωú = tan(ωu/2) = tan(ΩuΤ/2) = tan(2π300(1/2000)/2) = tan(0,15π) = 0,51.
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Ο µετασχηµατισµός συχνότητας στον αναλογικό χώρο από βαθυπερατό σε ζωνο-

διαβατό επιτυγχάνεται µε βάση τη σχέση (5.19) και µας δίνει:

3. Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στη συνάρτηση µεταφοράς του

ζωνοδιαβατού αναλογικού φίλτρου, που µόλις υπολογίσαµε, αντικαθιστώντας

στην τελευταία σχέση όπου s το (z – 1)/(z + 1)
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Η αντίστοιχη εξίσωση διαφορών του IIR ψηφιακού φίλτρου είναι:

y(n) = 0,14[x(n) – x(n – 2)] + 1,22y(n – 1) – 0,72y(n – 2).

Σας αξίζουν συγχαρητήρια αν απαντήσατε στην άσκηση αυτή. Πρόκειται για σχετι-

κά δύσκολη άσκηση, αφού η διαδικασία απαιτεί τη µετατροπή από αναλογικό βαθυ-

περατό φίλτρο πρώτης τάξης σε αναλογικό ζωνοδιαβατό φίλτρο δεύτερης τάξης. 

Στην περίπτωση που δεν τα καταφέρατε, µην απογοητευθείτε. Καταρχήν διαβάστε

και πάλι το Παράδειγµα 5.2. Στη συνέχεια, επικεντρώστε τη προσοχή σας στις σχέ-

σεις (5.18) και (5.19) και στα σχόλια που τις συνοδεύουν. Θα διαπιστώσετε ότι σε

δεύτερης τάξης ζωνοδιαβατό φίλτρο καταλήγουµε από πρώτης τάξης βαθυπερατό

φίλτρο. Τα υπόλοιπα βήµατα είναι τα ίδια µε εκείνα που είδαµε στα προηγούµενα

παραδείγµατα. Ξαναπροσπαθήστε…

6.1

Η ασπρόµαυρη εικόνα χρειάζεται συνολικά 128 × 128 = 16.384 bytes µνήµης. Αντί-

θετα, η έγχρωµη απαιτεί 3 bytes/εικονοστοιχείο, δηλαδή συνολικά 512 × 512 × 3 =
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1.537.536 bytes. Το τελευταίο µέγεθος είναι 48 φορές µεγαλύτερο από το πρώτο.

Εποµένως, η σωστή απάντηση είναι η τρίτη. 

Στην περίπτωση που έχετε υπολογίσει το σωστό αποτέλεσµα σηµαίνει ότι έχετε

κατανοήσει την ισοδυναµία εικονοστοιχείου και byte, καθώς επίσης το γεγονός ότι

το έγχρωµο εικονοστοιχείο χρειάζεται τρία bytes για αποθήκευση. Αυτό θα σας βοη-

θήσει να προχωρήσετε µε ευχέρεια στις πράξεις πάνω στην εικόνα. 

Αν δεν υπολογίσατε το σωστό αποτέλεσµα, δώστε περισσότερη προσοχή στον τρόπο

υπολογισµού του πλήθους των εικονοστοιχείων και της αντιστοιχίας τους µε τον

αριθµό των bytes που χρειάζονται στην ασπρόµαυρη και την έγχρωµη εικόνα. Ίσως

εκεί είναι το λάθος σας. 

6.2

Το σύνολο των πράξεων ισούται µε το πλήθος των εικονοστοιχείων (31 × 31) επί το

πλήθος των συντελεστών του παραθύρου (5 × 5). Εποµένως η σωστή απάντηση είναι

η δεύτερη. 

Αν έχετε υπολογίσει τη σωστή απάντηση, βρίσκεστε σε πολύ καλό δρόµο, δεδοµέ-

νου ότι θα κατανοήσετε χωρίς πρόβληµα τον τρόπο υλοποίησης της δισδιάστατης

συνέλιξης που ακολουθεί στο Κεφάλαιο 7. Πρόκειται για τοπική πράξη µε καθορι-

στική σηµασία στην επεξεργασία εικόνας. 

Αν δε βρήκατε την σωστή απάντηση προσπαθήστε πάλι. ∆ώστε προσοχή στο ότι για

τον υπολογισµό κάθε εικονοστοιχείου στην εικόνα εξόδου χρειάζονται τόσες πρά-

ξεις, όσο είναι το µέγεθος του παραθύρου (ή γειτονιάς) που χρησιµοποιούµε (στην

περίπτωσή µας 5 × 5). Ίσως το λάθος σας να είναι εκεί. 

6.3

Σε µία ανεστραµµένη εικόνα η συντεταγµένη x παραµένει αµετάβλητη, αφού αφορά

τη θέση του εικονοστοιχείου στον οριζόντιο άξονα. Αντίθετα, η θέση του εικονο-

στοιχείου στον άξονα n2 αλλάζει και γίνεται Ν + 1–n2. Εποµένως, ο σωστός µετα-

σχηµατισµός είναι ο τρίτος. 

Αν δώσατε τη σωστή απάντηση αυτό σηµαίνει ότι έχετε κατανοήσει τον τρόπο τοπο-

θέτησης των καρτεσιανών συντεταγµένων πάνω στην εικόνα. Αυτό θα σας βοηθή-

σει σε δύσκολα προβλήµατα µετασχηµατισµών. 

Αν δεν βρήκατε το σωστό αποτέλεσµα, δώστε περισσότερη προσοχή στον τρόπο που

µεταβάλλεται η συντεταγµένη n2 ή y.
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7.1

Καταρχήν γράφουµε πάλι τη σχέση (7.9)

(7.9)

Το σήµα x(l1,l2) θα µετατοπιστεί µόνο στις θέσεις (n1,n2) για τις οποίες οι όροι της

h(l1,l2) έχουν κοινές θέσεις µε αυτό. Οι θέσεις αυτές είναι συνολικά 10. 

Εάν η απάντησή σας είναι σωστή σηµαίνει ότι έχετε κατανοήσει τη βασική διαδι-

κασία της συνέλιξης και κυρίως την πράξη της ολίσθησης της µιας συνάρτησης πάνω

στην άλλη. 

Μην απογοητευτείτε αν το αποτέλεσµα που δώσατε είναι λάθος. Προσπαθήστε πάλι

να µετατοπίσετε τη µία συνάρτηση πάνω στην άλλη και να βρείτε τις περιπτώσεις

όπου έχουν κάποια επικάλυψη. 

7.2

Η hισοδ(n1,n2) του Σχήµατος 7.14 µπορεί να προκύψει µόνο από τη συνέλιξη των

h(n1,n2) και g(n1,n2). Εποµένως, υλοποιείται από τον εν σειρά συνδυασµό των δύο

φίλτρων. 

Εάν έχετε απαντήσει σωστά τότε αποδεικνύεται ότι έχετε κατανοήσει τόσο τον τρόπο

συνδυασµού των φίλτρων, όσο και την πράξη της συνέλιξης. Σε αντίθετη περίπτω-

ση ξαναδιαβάστε τον τρόπο που υπολογίζεται η κρουστική απόκριση συνδυασµού

φίλτρων και προσπαθήστε πάλι δοκιµάζοντας τόσο τον παράλληλο, όσο και τον σε

σειρά συνδυασµό των δύο φίλτρων. 

7.3

Η κρουστική απόκριση αντιστοιχεί σε ευσταθές φίλτρο δεδοµένου ότι έχει πεπερα-

σµένο πλήθος όρων (n1 = n2 = 5). Συνεπώς ικανοποιείται η σχέση (7.20), αφού το

άθροισµα των όρων αυτών θα είναι ένας πεπερασµένος αριθµός (< ∞).

Αν η απάντησή σας δεν είναι σωστή µην απογοητεύεστε. Πιθανόν δεν προσέξατε

την παράγραφο 7.2.3. 

7.4

Για να προκύψει πραγµατική η H(ω1,ω2) θα πρέπει οι όροι της κρουστικής απόκρι-

σης του φίλτρου να εµφανίζονται σε ζευγάρια συµµετρικά, έτσι ώστε να απαλείφε-
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ται ο φανταστικός όρος των εκθετών της σχέσης (7.22). Αυτό ακριβώς έγινε στο

Παράδειγµα 7.5 και τη ∆ραστηριότητα 7.3. Εποµένως η σωστή απάντηση είναι η β. 

Σωστή απάντησή σας σηµαίνει ότι έχετε κατανοήσει τον τρόπο δηµιουργίας φίλτρων

µηδενικής φάσης. Αυτό θα σας είναι πολύ χρήσιµο δεδοµένου ότι στην ψηφιακή επε-

ξεργασία εικόνας χρησιµοποιούµε κυρίως φίλτρα γραµµικής φάσης.

Αν κάνατε λάθος, προσπαθήστε πάλι διαβάζοντας την προηγούµενη δραστηριότητα

και την υποενότητα 4.1.1.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜ ¢Ú·ÛÙËÚÈÔÙ‹ÙˆÓ

4.4

Θα υπολογίσουµε τους συντελεστές του φίλτρου στην περίπτωση που Ν = 3 (third–band

φίλτρο). Στην περίπτωση αυτή ισχύει ωc = π/3 και από την εξίσωση 4.7 έχουµε:

Η κρουστική απόκριση hD είναι συµµετρική γύρω από το n = 0, έχει άπειρους όρους

και κάθε τρίτος όρος είναι µηδενικός (n πολλαπλάσιο του 3).
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